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RESUMEN 
 
 
Jesús Botello González.  Fecha de Graduación: Septiembre, 2019 
Universidad Autónoma de Nuevo León 
 
Facultad de Ciencias Químicas 
 
Título de Estudio: MODELACIÓN MATEMÁTICA DE LA ADSORCIÓN DE Cu (II) y Pb (II) 
CON RESIDUOS SÓLIDOS DE CAFÉ MODIFICADOS QUÍMICAMENTE 
 
Número de páginas:113  
 
 
Área de Estudio: Procesos Sustentables 
 
Propósito y Método del Estudio: La presencia de metales potencialmente tóxicos como el 
Cu (II) y Pb (II) en acuíferos y efluentes industriales representa un serio problema de salud 
debido a su alta toxicidad, no biodegradabilidad y capacidad de bioacumulación. En este 
trabajo, se ha estudiado la eliminación de estos contaminantes individualmente y como una 
mezcla binaria, utilizando residuos de café sólido modificados con ácido cítrico 0,6 M como 
adsorbente y se implementó un modelo matemático basado en el mecanismo de intercambio 
iónico para dilucidar el equilibrio de adsorción. La caracterización de los residuos de café 
modificados mostró un valor de pH a nivel de punto de carga cero de 2.97 y una alta 
concentración de grupos carboxílicos, que son susceptibles de intercambio iónico. Además, 
la cuantificación de iones intercambiables confirmó que el principal mecanismo de adsorción 
es el intercambio iónico de iones metálicos con los protones presentes en la superficie del 
adsorbente.  
 
Contribuciones y conclusiones: Se analizaron los datos experimentales del equilibrio de 
adsorción individual y binario utilizando un modelo basado en un enfoque fenomenológico. 
El modelo fenomenológico se comparó con los modelos empíricos de adsorción sólido-
líquido de Freundlich y Langmuir. Los resultados mostraron que las capacidades de 
adsorción de Cu (II) y Pb (II) individualmente fueron 1.46 y 1.18 meq / g, y en una mezcla 
binaria fueron 1.36 y 1.21 meq / g, respectivamente, a pH 5 y 30 ° C. Además, los coeficientes 
de separación del modelo de intercambio iónico revelaron el predominio de los protones 
como un ion intercambiable, que está de acuerdo con la evidencia experimental. Finalmente, 
el coeficiente de correlación mostró que el modelo propuesto predice con precisión el 
equilibrio de adsorción. 
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CAPÍTULO 1 
 
INTRODUCCIÓN 
 
El término de metales pesados se refiere a cualquier elemento químico 
metálico que tiene una masa atómica relativamente alta, entre 63.5 y 200.6 g/mol 
y una gravedad específica mayor a 5.01. Los metales pesados son fuente de 
contaminación de forma natural y antropogénica y son considerados tóxicos a 
concentraciones superiores a los límites tolerables por el ser humano. De forma 
natural, los metales pesados se encuentran en pequeñas cantidades y son 
lixiviados de las rocas y minerales al estar en contacto con una corriente de agua 
superficial o subterránea. Es importante mencionar que la contaminación de 
origen antropogénico es la principal y más grave fuente de contaminación de 
metales pesados de los diferentes mantos acuíferos del planeta. Dentro de estas, 
son los residuos provenientes de industrias mineras, metalúrgicas, productoras 
de baterías, pigmentos, automóviles, etc. quienes constituyen la mayor fuente de 
contaminación de agua con diferentes metales, inclusive los efluentes de sus 
plantas de tratamiento de agua contienen una cantidad considerable de metales 
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que algunas veces exceden los límites máximos permisibles establecidos en las 
normas internacionales de descargas de aguas residuales2. 
Los metales pesados representan un peligro para la salud dada sus 
características de acumulación, no biodegradabilidad y toxicidad. En la Tabla I, 
se muestran los límites de tolerancia de algunos metales pesados, así como las 
consecuencias a la salud para el cuerpo humano. Los límites permisibles son   
establecidos en México a través de la Norma Oficial Mexicana 001-SEMARNAT-
1996 y en Estados Unidos de América (EUA) por la USEPA, siglas en ingles de 
la Agencia para la Protección del Medio Ambiente de ese país. Los datos en la 
Tabla 1 muestran que los límites establecidos por la agencia americana son 
inferiores a los establecidos por la agencia mexicana, y se prevé que en un futuro 
la regulación mexicana sea más estricta, para lo cual se deberá contar con 
métodos de eliminación de metales más eficientes y económicos para poder 
cumplir con la normatividad.  
 
Tabla I. Límites máximos permisibles de diferentes metales pesados en las 
descargas de aguas residuales y el peligro que representa a la salud3,4. 
 
Metal 
EUA 
USEPA 
(mg/L) 
México (NOM-
SEMARNAT-1996) 
(mg/L) 
Peligros para la salud 
Cadmio 0.005 0.1 – 0.4 
Incrementa la desmineralización y 
fragilidad ósea hasta riesgo de 
fractura, fibrosis pulmonar y pérdida 
de peso. 
   UANL                                                            Doctorado en Ciencias con Orientación en Procesos Sustentables 
3 
 
 
 
 
1.1 Métodos para el tratamiento de agua contaminada con metales 
pesados 
 
Existen diversos métodos convencionales para el tratamiento de agua 
contaminada con metales pesados tales como precipitación química, intercambio 
iónico, osmosis inversa y separación con membrana, entre otros.  
 
La precipitación química es un método eficiente y muy utilizado para la 
remoción de metales pesados en solución acuosa cuando la concentración de 
Cromo 0.1 0.5 – 1.5 
Náuseas, diarrea, daño de riñón e 
hígado, dermatitis, hemorragias 
internas y problemas respiratorios. 
Cobre 1.3 4 – 6 
Larga exposición causa irritación de 
nariz, boca y ojos, dolor de cabeza y 
estómago, diarrea y mareos.  
Plomo 0.05 0.2 – 1 
Complicaciones gastrointestinales, 
hipertensión, fatiga, anemia 
hemolítica, dolor abdominal, 
náuseas, constipación, pérdida de 
peso, disfunción cognitiva y 
depresión.  
Mercurio 0.002 0.005 – 0.01 
Gingivitis, dermatitis, problemas 
estomacales y renales, anorexia, 
dolor muscular agudo. 
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los metales es alta. El método se basa en la reacción química entre el metal 
disuelto y una sustancia precipitante, en el cual se modifica el pH de la solución 
para forma nuevos compuestos insolubles que precipitan y pueden ser 
removidos por decantación y/o filtración. Este método es muy utilizado por su 
simplicidad, bajo costo de operación y alta eficiencia de eliminación, pero la 
presencia de agentes orgánicos disminuye su rendimiento, no es selectivo, se 
necesitan agentes coagulantes y floculantes para separar los metales del 
efluente y genera lodos tóxicos con alto costo de disposición final. 
 
En lo que respecta al tratamiento por intercambio iónico, es posible 
eliminar metales pesados a bajas concentraciones, es altamente selectivo y es 
posible la recuperación de los metales por electrólisis.  La presencia de calcio, 
sodio y magnesio pueden disminuir su rendimiento por saturación de la resina 
de intercambio; otras de las desventajas que se puede presentar con este 
tratamiento es que las resinas no son muy tolerantes al cambio de pH, los 
materiales orgánicos pueden envenenar la resina y se requiere que la solución 
contaminada sea pretratada para eliminar materiales en suspensión. 
 
En lo que concierne al tratamiento por ósmosis inversa, se pueden obtener 
altos niveles de remoción, es un proceso fácilmente automatizado, no se provoca 
cambio en la composición química de las aguas residuales y es posible recuperar 
los metales pesados removidos. Sin embargo, este método presenta algunas 
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desventajas tales como bajo tiempo de vida con soluciones corrosivas, alto costo 
para remplazar la membrana, es un método que requiere de presiones muy altas 
y mantenimiento frecuente para su buen funcionamiento, es de mediana 
selectividad y tolerancia a los cambios de pH y es necesaria la separación de 
partículas insolubles o en suspensión afín de evitar la saturación de las 
membranas5. 
En general, las principales desventajas de algunos de estos métodos son 
su alto costo operativo, alta generación de residuos y baja eficiencia de remoción 
a baja concentración de contaminantes2. Una de las alternativas que ha sido 
investigada en décadas recientes,  es la utilización de procesos de adsorción 
dada su efectividad en la remoción de metales pesados a bajas concentraciones 
mediante adsorbentes de origen orgánico tales como algas, bacterias, hongos y 
residuos agroindustriales, a los cuales se les denomina “biomasa”, y cuya 
principal ventaja es su bajo costo y disponibilidad en grandes cantidades, 
además de ser ambientalmente amigables6–8. Estos adsorbentes de bajo costo, 
son residuos de la industria agrícola, vinícola y de alimentos9,10. La capacidad de 
adsorción de la biomasa se debe a la cantidad de lo grupos funcionales 
presentes en los compuestos orgánicos que la constituyen11. Los recursos 
agrícolas y forestales, así como los de la industria alimenticia, constituyen una 
fuente valiosa de materiales lignocelulósicos. La biomasa vegetal está 
compuesta principalmente por celulosa, hemicelulosa y lignina, que son los 
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componentes principales de las paredes celulares de las plantas, junto con 
pectina, proteínas, extractos y compuestos inorgánicos12.  
La celulosa es un polímero rígido y lineal de subunidades de glucosa, y es el 
componente estructural de la pared celular primaria de las plantas. Por su parte 
las hemicelulosas son polímeros ramificados de C-5, C-6 que se encuentran 
junto con la celulosa en casi todas las paredes celulares de las plantas que 
incluyen los polisacáridos xilano, glucuronoxilanos, arabinoxilanos, 
glucomananos y xiloglucanos, que están formados por diferentes monómeros de 
azúcar. Y finalmente, la lignina es un compuesto fenólico heterogéneo que 
carece de estructura primaria y consiste en una serie irregular de unidades de 
fenilpropano sustituidas con hidroxi y metoxi enlazadas de manera diversa13,14. 
La lignina llena los espacios en la pared celular entre la celulosa, la hemicelulosa 
y la pectina y está unida covalentemente a la hemicelulosa que forma enlaces 
cruzados entre diferentes polisacáridos de plantas que confieren resistencia 
mecánica a las paredes celulares15. 
Los extractos de la madera están constituidos por compuestos de pared 
celular no estructurales que pueden solubilizarse con solventes de diferente 
polaridad. Estos productos químicos existen como monómeros, dímeros y 
polímeros, y su función en la pared celular es proporcionar protección contra la 
invasión de patógenos. Los extractos son una gran variedad de compuestos 
orgánicos que incluyen hidrocarburos, ácidos grasos, compuestos polifenólicos 
y taninos condensados16. 
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Por otra parte, la simulación matemática de los procesos de adsorción es 
una herramienta de gran importancia para interpretar, entender, escalar y 
optimizar el proceso de adsorción en lote y en sistemas continuos.  
Debido a lo anterior, en el presente trabajo se estudiará el proceso de 
adsorción de metales pesados utilizando residuos sólidos de café modificados 
químicamente en un sistema en lote y en un sistema en continuo en columna 
empacada (como inicio de un proyecto a corto plazo) para ampliar el 
conocimiento de este proceso y potencializar su aplicación en tratamiento de 
aguas contaminadas con metales pesados.  
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CAPÍTULO 2 
 
ANTECEDENTES 
 
 
2.1 Tipos de adsorbentes 
 
Los tipos de sustratos de origen biológico que se han investigado para la 
preparación de biosorbentes incluyen biomasa microbiana (bacterias, arqueas, 
cianobacterias, hongos filamentosos, levaduras y microalgas), algas marinas 
(macroalgas), desechos industriales (desechos de alimentos fermentados y no 
fermentados, lodos activos y anaerobios), residuos agroindustriales (residuos de 
frutas / vegetales, paja de arroz, salvado de trigo, pulpa de remolacha azucarera, 
cáscaras de soja, residuos de café, etc.), residuos naturales (residuos vegetales, 
aserrín, cortezas de árboles, hierbas) y otros materiales (quitosano, celulosa, 
etc.)17,18. 
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2.2 Residuos Agroindustriales 
 
2.2.1 Cáscaras de coco 
 
Las cáscaras de coco son productos de desecho y, por lo general, están 
disponibles en abundancia en los países tropicales. El alto nivel de tanino en la 
cáscara de coco lo convierte en un buen adsorbente de metales. Los estudios 
realizados por Oyedeji y Osinfade (2016) demostraron que el pH de las 
soluciones de trabajo influye significativamente en el proceso de adsorción, las 
mayores capacidades de adsorción fueron obtenidas a pH 5 donde las 
capacidades de remoción para el Pb (II), Cu (II) y Fe (III) fueron de 28.2, 46 y 47 
mg/g. Los datos experimentales de adsorción de Fe (III) y Cu (II) con cáscara de 
coco fueron mejor representados por  la isoterma de Freundlich, mientras que 
para los datos experimentales del Pb (II) fueron mejor representados por la 
isoterma de Langmuir19. Amuda et al. (2007) estudiaron la cáscara de coco sin 
modificar y modificada con quitosano y quitosano con ácido fosfórico donde este 
último mostró un mejor rendimiento de remoción para 25 mg / L de zinc que fue 
de 60.41 vs. 50.93 mg/g mientras la capacidad de adsorción sin modificación fue 
de 45.14 mg/g a pH 6, 30 g / L de adsorbente, 3 h de contacto y temperatura de 
solución de 25 °C. Las capacidades de adsorción de las cáscaras de coco 
modificadas también fueron  bien representadas por la isoterma de Langmuir y 
Freundlich pero fueron mejor ajustadas por el modelo de Langmuir20. 
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2.2.2 Cáscara de arroz 
 
El arroz es una de las principales fuentes de alimentos en algunos países 
y su consumo se ha incrementado en gran medida especialmente en los países 
del sudeste asiático. Debido a la alta disponibilidad, los residuos producidos a 
partir de la cascara de arroz han sido uno de los adsorbentes de bajo costo más 
estudiados para eliminar los metales pesados en el agua  
En un estudio realizado por Rehman et al. (2011), la cáscara de arroz 
ordinaria fue modificada con polianilina con el fin de mejorar su capacidad de 
adsorción. De todos los factores estudiados, pH, tiempo de contacto, velocidad 
de agitación y temperatura, se encontró que la cáscara de arroz modificada con 
polianilina mostró la mayor eliminación de Cd (II) que fue de 5.128 mg/g en 
comparación con la polianilina (0.165 mg/g) y el aserrín de Eucaliptus 
camaldulenses modificado con polianilina (4.739 mg/g) lo cual indica que la 
capacidad de adsorción de la cáscara de arroz modificada con polianilina fue 31 
veces superior a la polianilina y 1.07 veces al del aserrín modificado. Las 
capacidades de adsorción experimentales obtenidas con la cáscara de arroz 
modificada con polianilina y el aserrín modificado con polianilina fueron 
modeladas adecuadamente con la isoterma de Langmuir, mientras que en el 
caso de la polianilina el modelo de Freundlich fue el que mejor se ajustó a los 
datos experimentales. Otra de las ventajas mostrada por la cáscara de arroz 
modificada en este estudio, es su capacidad de reutilizarse después de un ciclo 
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de desorción para la regeneración de los adsorbentes. Se encontró que el ácido 
nítrico es un buen eluyente para la desorción de Cd (II) de todos los adsorbentes 
en comparación con el ácido clorhídrico, ácido sulfúrico y ácido acético21. 
Con el fin de mejorar la capacidad de adsorción de la cáscara de arroz, 
Foo et al. (2011) trataron la cáscara químicamente con KOH y K2CO3 y 
compararon su capacidad de adsorción con otros adsorbentes activados con 
diferentes sustancias químicas. La cáscara de arroz activada con K2CO3 mostró 
una capacidad de adsorción mayor que fue de 441.52 mg/g seguida de la 
modificada con KOH de 362.60 mg/g en comparación con los otros absorbentes, 
como el bambú con H3PO4 (286.10 mg/g), el tallo de algodón con KOH (294.12 
mg/g), el polvo de madera de pino con ZnCl2 (200.00 mg/g), el polvo de café con 
KOH (99.43 mg/g) y la cáscara de durian natural (284.00 mg/g). Esto se debe al 
aumento del área de la superficie BET, el área de la superficie externa y el 
tamaño de los poros, lo que influyó en el proceso de adsorción22. 
 
2.2.3 Fruto de la palma 
 
Las plantaciones para producir aceite de palma es una de las actividades 
agrícolas más lucrativas en Malasia. Todos los años se producen toneladas de 
aceite de palma y productos del fruto de la palma. Issabayeva et al. (2010) 
evaluaron la capacidad de adsorción del carbón activado de cáscara de palma 
para eliminar iones de cobre de soluciones acuosas y demostraron que el Cu (II) 
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fue adsorbido mejor a pH 5 que a pH 3, 30.8 mg/g vs. 18.6 mg/g. La presencia 
de agentes complejantes como el ácido bórico y malónico no mejoraron la 
capacidad de absorción de cobre. Además, observaron una menor capacidad de 
adsorción en presencia de ácido malónico que probablemente se deba a las 
complejas formaciones entre el agente y el metal investigado. También 
estudiaron la adsorción de los iones de cobre sobre el carbón activado de la 
cáscara de la palma en soluciones que contenían iones de plomo y mostraron 
que la capacidad de adsorción del cobre no era significativamente diferente en 
comparación con el sistema de adsorción individual considerando que la 
captación de iones de plomo en carbón activado se redujo sustancialmente en 
presencia de iones de cobre, especialmente a pH 523. 
 
2.2.4 Bagazo de fruta 
 
El bagazo de fruta es el residuo fibroso de la extracción del jugo de fruta. 
Normalmente es abundante en las industrias alimentarias después de la 
producción o envasado masivo de alimentos y bebidas. Diferentes estudios han 
demostrado que el bagazo de la fruta contiene una gran cantidad de grupos 
funcionales hidroxilo y fenólico, los cuales tienen la capacidad de disminuir la 
concentración de los metales pesados en el agua (Farinella et al. 2007). El 
bagazo de uva de la producción de vino mostró potencial para eliminar el cadmio 
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y el plomo con una capacidad de adsorción máxima de 0,479 y 0,204 mmol/g 
estimados a partir de la isoterma de Langmuir24.  
 
2.2.5 Cáscara de nueces 
 
Los anacardos modificados con ácido sulfúrico mostraron un gran 
potencial para eliminar Cu (II), Cd (II), Zn (II) y Ni (II) con una capacidad de 
adsorción máxima de 406.6, 436.7, 455.7 y 456.3 mg/g respectivamente en base 
a la isoterma de Langmuir (Kumar et al. 2012).  Los estudios realizados por 
Kumar demostraron que el mejor valor de pH para obtener  la mejor capacidad 
de adsorción de Cu (II) en los anacardos modificados fue pH 5 y la temperatura 
óptima fue de 30 °C, además se encontró que las concentraciones iniciales más 
bajas de metal alcanzaron más alta adsorción comparada con concentraciones 
altas debido al estado de saturación de los absorbentes25. 
Por otra parte, la cascara de la semilla de ricino mostró tener más de cinco 
veces la capacidad de adsorción que el carbón activado que fue de 6.983 mg/g 
contra 1.385 mg/g en comparación con el mismo tiempo de contacto (300 min) a 
diferentes concentraciones iniciales (5, 10, 20 y 30 ppm) (Sen et al. 2010). La 
absorción de Cd (II) en la solución acuosa por la cascara de la semilla de ricino 
se vio afectada por el pH, encontrando que la eliminación de iones metálicos 
aumenta cuando el pH de la solución se incrementó de 3.0 a 6.0 debido a la 
superficie con carga negativa que atrajo al Cd (II)26.  
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Por su parte Chamarthy et al. (2001)27 estudiaron la utilización de 
cáscaras de cacahuetes modificadas con ácido cítrico como adsorbente y sus 
estudios demostraron una capacidad de adsorción de Cd (II), Cu (II), Pb (II), Ni 
(II) y Zn (II) similar a algunas de las resinas comerciales como Duolite GT-73 y 
carboximetilcelulosa.  
Los estudios descritos en las anteriores secciones establecen que los 
residuos agrícolas pueden ser una alternativa viable para eliminar metales a bajo 
costo con modificaciones relativamente simples, motivo por el cual en esta tesis 
se estudió la utilización de residuos de café modificados químicamente. 
 
 
2.3 Residuos de café 
 
Uno de los residuos del sector agroindustrial que ha sido utilizado como 
adsorbente son los residuos sólidos del café quienes han demostrado poseer 
una adecuada capacidad para la adsorción de iones metálicos28–34. A pesar de 
ello, en los últimos años se han realizado investigaciones con el fin de 
incrementar su capacidad de  adsorción mediante modificaciones químicas35,36.  
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2.3.1 Consumo de Café a nivel mundial 
 
El café es una de las bebidas más consumidas en el mundo, siendo el 
segundo producto más comercializado después del petróleo37. Actualmente, más 
de 80 países cultivan diferentes tipos de café siendo Brasil, Vietnam, Colombia 
e Indonesia los principales productores a nivel mundial;  mientras que México 
ocupa el séptimo lugar en la producción de este producto38. 
La Organización Internacional de Café reportó un consumo mundial de 
3.0×109 toneladas de café soluble durante los años 2017 y 201839, lo cual deriva 
en la generación de millones de toneladas de residuos sólidos de café. Debido a 
la gran disponibilidad de este residuo, diversas investigaciones se han centrado 
en su revalorización analizando su uso potencial en la producción de biodiesel40, 
compostaje41 así como material adsorbente28,30–33,36,42,43. 
El residuo de café (RC) es el desecho sólido que se produce en el proceso 
de preparación del café instantáneo o de cafeteras. La abundancia de RC ha 
sido motivo de estudio por varios investigadores como material adsorbente32. 
 
2.3.2 Propiedades físicas y químicas del café residual 
 
 
El estudio realizado por Ballesteros et al. en el 201444 sobre café residual 
mostro que los polisacáridos son los componentes más abundantes de este tipo 
de residuo. Los azúcares se polimerizan en estructuras de celulosa y 
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hemicelulosa, que cuando se suman corresponden al 51.50 p/p de su 
composición en peso seco (Tabla II). La manosa es el azúcar principal en la 
hemicelulosa. En términos de composición de azúcares, está compuesto por 
37.03% de manosa, 31.90% de galactosa, 24.08% de glucosa y un 6.99% de 
arabinosa. 
Se encontró que el café residual tiene un nivel de cenizas de 1.30 p/p en 
donde una variedad de elementos minerales que incluyen potasio, calcio, 
magnesio entre otros, están presentes en su composición donde el potasio 
sobresale por ser el elemento mineral más abundante (Tabla II). Los minerales 
más importantes presentes se consideran micronutrientes esenciales para la 
salud humana. 
 
Tabla II. Composición química y mineral del café residual. 
Composición química  
(g/100 g materia seca) 
Composición mineral 
(mg/kg de material seco) 
Celulosa (glucosa) 12.40 ± 0.79 Potasio 11,700 ± 0.01  
Hemicelulosa 39.10 ± 1.94 Calcio   1,200 ± 0.00  
Arabinosa   3.60 ± 0.52 Magnesio   1,900 ± 0.00 
Manosa 19.07 ± 0.85 Azufre   1,600 ± 0.00 
Galactosa 16.43 ± 1.66 Fósforo   1,800 ± 0.00 
Xilosa Nd Hierro   52.00 ± 0.50 
Lignina 23.90 ± 1.70 Aluminio   22.30 ± 3.50 
Insoluble 17.59 ± 1.56 Estroncio     5.90 ± 0.00 
Soluble   6.31 ± 0.37 Bario     3.46 ± 0.05 
Grasa   2.29 ± 0.30 Cobre   18.66 ± 0.94 
Cenizas   1.30 ± 0.10 Sodio   33.70 ± 8.75 
Proteínas 17.44 ± 0.10 Manganeso   28.80 ± 0.70 
Nitrógeno   2.79 ± 0.10 Boro     8.40 ± 1.10 
Carbón/nitrógeno (C/N) 16.91 ± 0.10 Zinc     0.40 ± 0.20  
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Fibra dietética total  60.46 ± 2.19 Cobalto   15.18 ± 0.05 
Insoluble  50.78 ± 1.58 Yodo  < 0.10 
Soluble    9.68 ± 2.70 Níquel     1.23 ± 0.59 
  Cromo <0.54 
  Molibdeno  <0.08 
  Vanadio <0.29 
  Plomo <1.60 
  Selenio <1.60 
  Galio <1.47 
  Estaño <1.30 
  Cadmio <0.15 
 
Nd, no detectada 
 
 
En cuanto las características estructurales del café residual, los autores 
concluyen que, en términos de porosidad, el café tiene una mesoporosidad poco 
desarrollada dado que la cantidad de N2 adsorbida fue muy baja y se determinó 
que no existe microporosidad en este tipo de material. Adicionalmente, reportan 
un área superficial de 4.3 m2/g con un volumen total de poros de 0.004 cm3/g45.  
 
 
2.3.3 Residuos sólidos de café como material adsorbente 
 
Los residuos de café como adsorbente se han utilizado para eliminar 
compuestos orgánicos e inorgánicos de las soluciones acuosas. La modificación 
química puede incrementar el número de sitios activos en el material, mejorar 
sus propiedades de intercambio iónico y formar nuevos grupos funcionales que 
favorecen la captación de metales. Sin embargo, algunas modificaciones de los 
adsorbentes naturales pueden ser muy costosas. En el caso de utilizar algunos 
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desechos como fuentes para la producción de carbón activado, existe un 
problema grave: el costo de regeneración. Los costos de la adsorción de carbón 
activado son relativamente altos y los costos altos limitan su uso en aplicaciones 
a gran escala. Los costos de inversión consisten en los costos de los equipos 
(bombas, tuberías y sistemas de monitoreo). Los costos operativos dependen 
principalmente del precio del adsorbente. Los costos se reducen cuando se 
reduce el consumo de adsorbente por unidad de volumen de aguas residuales 
tratadas. Además, los costos de regeneración y reactivación y los costos de 
eliminación del adsorbente gastado se deben tener en cuenta cuando se estiman 
los costos totales de adsorción. El adsorbente gastado puede incluir sustancias 
tóxicas y deben tratarse como desechos peligrosos. Si un adsorbente es de bajo 
costo, pero difícil de regenerar, no podría ser económico y atractivo para su uso. 
Los adsorbentes naturales como el café residual pueden ser utilizados más 
provechosamente que el carbón activado derivado de desechos 
agroindustriales46.  
Boonamnuayvitaya et al. (2004) investigaron el uso de residuos de café 
pirolizados para producir carbón activado mezclados con arcilla como 
adsorbente para eliminar iones de metales pesados en solución. Se investigaron 
algunos factores que afectan la adsorción, como la temperatura de pirólisis, la 
relación en peso de residuos de café pirolizados con arcilla y el tamaño de 
partícula. Las capacidades de adsorción del adsorbente para Cd2+, Cu2+, Pb2+, 
Zn2+ y Ni2+ se determinaron mediante el modelo de isoterma de Langmuir a un 
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pH entre 7 - 9 obteniendo una máxima capacidad de adsorción de 39.5, 31.2, 
19.5, 13.4 y 11 mg/g respectivamente, con una temperatura de pirólisis óptima 
de 500 ºC, una relación en peso de residuos de café pirolizados con arcilla de 
80:20 y un tamaño de partícula de 4 mm29. 
Tokimoto et al. (2004)30 estudiaron la adsorción de Pb (II) sobre 5 tipos de 
granos de café de diferentes países: Coffea robusta (Tailandia), C. arábica (20% 
Bourbon, 80% Típica) (Guatemala), C. arábica (Típica) (Jamaica), C. arábica 
(Kent) (Tanzania) y C. arábica (Típica) (Hawái), Estos residuos fueron tratados 
en tres diferentes formas: con ácido perclórico (café desnaturalizado), dietil éter 
(café sin grasa) y agua hirviendo (eliminación de colorantes). Los resultados 
obtenidos con el modelo de Langmuir revelaron que la cantidad de Pb (II) 
adsorbido en un proceso en lote disminuyó al desnaturalizar las proteínas que 
contiene el café. Por otra parte, el café libre de grasas y hervido también 
presentaron una menor capacidad de adsorción del contaminante (0.6 mg/g y 
0.5 mg/g respectivamente) comparados con la capacidad máxima de adsorción 
obtenida con el café sin tratar (0.7 mg/g). Los autores concluyeron que las 
estructuras moleculares de las proteínas y lípidos desempeñan un rol importante 
en el proceso de adsorción del café dado a que en los experimentos llevados a 
cabo observaron que el adsorbente con mayor cantidad de proteínas fue el que 
más adsorbió. 
Oliveira et al. en 200828 realizaron un estudio para la remoción de Cu (II), 
Cd (II), Zn (II) y Cr (VI) en solución acuosa por medio de cascaras de café. Los 
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estudios de biosorción fueron realizados en un sistema por lotes en función del 
tiempo de contacto, la concentración inicial del ion metálico, la concentración de 
biosorbente y el pH de la solución. Un tiempo de contacto de 72 h aseguró el 
logro del equilibrio para Cu (II), Cd (II) y Zn (II) no así para el Cr (VI) una vez que 
su isoterma de adsorción no es asintótica. Los resultados indicaron que el tiempo 
para alcanzar el equilibrio se ve ligeramente afectado por la concentración inicial 
de sorbato, pero establecen que está más bien influido por la naturaleza del ion 
metálico en solución. La eficiencia de sorción después del equilibrio fue mayor 
para Cu (II) (7.5 mg/g), seguida de Cd (II) (6.9 mg/g) y Zn (II) (5.6 mg/g). Aunque 
no se alcanzó el equilibrio en el caso de los iones Cr (VI), su capacidad de 
adsorción fue de 7.0 mg/g. La capacidad de adsorción mejoró a medida que 
disminuían las concentraciones de iones metálicos. Los datos de equilibrio de 
adsorción experimental fueron bien representados por el modelo de Langmuir. 
Los resultados experimentales obtenidos demostraron que las cáscaras 
de café presentaron un mejor rendimiento de adsorción para bajas 
concentraciones de iones metálicos. Después de aumentar la concentración 
inicial de metal de 50 a 100 mg / L, la capacidad de adsorción disminuyó a 6.8, 
6.3, 3.4 y 5.2 mg/g para Cu (II), Cd (II), Zn (II) y Cr (VI) respectivamente. La 
capacidad máxima de adsorción de las cáscaras de café fue mayor que la de 
otros residuos no tratados, como el bagazo de caña de azúcar, la cáscara de 
cacao, la cáscara de plátano y naranja y los cascos de cacahuete. Se observó 
que, para Cu (II) y Cr (VI), la cantidad de iones metálicos adsorbidos aumentaba 
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con la concentración de biosorbente debido al consiguiente aumento de sitios 
disponibles para que se lleve a cabo la adsorción.  
Utomo et al. (2006)31 condujeron una investigación  sobre el efecto que 
tiene la concentración de partículas de café molido sobre la adsorción de iones 
metálicos divalentes a diferentes valores de pH  de donde se concluye que el 
porcentaje de ion metálico adsorbido a un pH óptimo de 5 aumenta con la 
concentración de adsorbente de café, Las capacidades de adsorción se 
investigaron utilizando soluciones de pH 5.0 que contenían 3.0 g/L de residuos 
de café y concentraciones de los iones metálicos Pb+2, Cd+2, Zn+2 y Cu+2 en el 
rango de 20 - 200 µM. Los resultados experimentales de adsorción se ajustaron 
mejor a la isoterma de Langmuir con lo cual se obtuvo una máxima capacidad 
de adsorción de 0.2388 mmol Pb+2/g, 0.1032 mmol Cd+2/g, 0.0575 mmol Zn+2/g 
y 0.0306 mmol Cu+2/g. Se observó una buena eficiencia de adsorción a valores 
de pH entre 4 y 7 que es probablemente el rango de pH de muchas aguas 
residuales. La capacidad de adsorción fue prácticamente la misma para 
concentraciones de los iones metálicos estudiados por debajo de 
aproximadamente 10 mg/L, pero a niveles por encima de 100 mg/L se excedió 
la capacidad del café como adsorbente. Lo cual demuestra que la adsorción con 
biomasa es muy efectiva pero solo a bajas concentraciones de metales. 
El uso potencial de café molido gastado para la eliminación de cobre fue 
investigado por Dávila et al. (2012)33. Los experimentos de adsorción fueron 
realizados en sistemas por lotes, teniendo como objetivo principal la 
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determinación de las isotermas y cinéticas de adsorción, Las capacidades de 
adsorción experimentales fueron mejor ajustadas al modelo de Freundlich. Los 
resultados que obtuvieron mostraron un aumento en la captación de iones de 
cobre al aumentar la concentración inicial del metal. La capacidad de adsorción 
fue estudiada a diferentes concentraciones de adsorbato (0,1–1,0 mM) pasando 
de 0.097 mmol/L con la concentración más baja a 0.214 mmol/L que fue la 
capacidad máxima obtenida, cuando la concentración de cobre fue de 1 mM. 
También analizaron el efecto que tiene la velocidad de agitación (100–400 / min). 
  En los estudios realizados por estos autores, se demostró que la 
biosorción de iones de cobre en el adsorbente de café estaba principalmente 
relacionada con la liberación de iones de calcio e hidrógeno, lo que les permitió 
concluir que la capacidad de biosorción puede atribuirse al mecanismo de 
intercambio iónico con iones de calcio e hidrógeno que neutralizan los grupos 
carboxilo e hidroxilo de la biomasa. Los estudios de transferencia de masa 
mostraron que la resistencia a la transferencia de masa externa se reduce a 
velocidades de agitación > 200 /min al obtener un aumentado en el coeficiente 
de transferencia de masa que pasó de 1.59 x 10-4 m/s con una agitación a 100 
/min a 2.5 x 10-4 m/s a más de 200 /min. 
Kyzas et al. (2012)32 estudiaron la eliminación de Cu (II) y Cr (VI) de 
soluciones acuosas con residuos de café de cafeterías sin ningún tratamiento 
adicional (CSTA), solo secados al aire ambiente, y residuos de café tratados 
(CCTA) que se lavaron con agua destilada para eliminar la suciedad y el color, 
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secados a 105 °C durante 5 h en un horno de convección y luego, tratados con 
una solución de formaldehído al 2% para reducir la lixiviación orgánica y evitar la 
formación de moho durante la adsorción por lotes. Además, estudiaron el efecto 
del pH y la influencia de la velocidad de agitación en su capacidad de adsorción. 
A pH = 2, la capacidad de adsorción fue de 4.5 mg/g en el caso de Cu (II), y 7.5 
mg/g en el caso de Cr (VI) para la adsorción en CSTA y CCTA, respectivamente, 
luego los incrementos aumentaron considerablemente hasta pH = 5 (Cu (II): 35 
mg/g, CSTA; 38 mg/g, CCTA y Cr (VI): 30 mg/g, CSTA; 31 mg/g, CCTA), y 
posteriormente permanecieron casi constantes para pH más altos. No se 
estudiaron valores de pH superiores a 8 ya que predomina la precipitación de 
metales pesados. En todos los casos, la adsorción de iones sobre los residuos 
de café tratados (CCTA) presentó mayores porcentajes de remoción de metales. 
Esto se puede explicar teniendo en cuenta que las impurezas de los residuos 
compiten y dificultan la adsorción del metal. La explicación del fenómeno de 
adsorción estuvo asociada principalmente a los grupos funcionales ácidos y 
básicos débiles presentes en los residuos de café. De la teoría de los equilibrios 
ácido-base se desprende que a 2 < pH < 7, la unión de los cationes de metales 
pesados en el adsorbente se determina principalmente por el estado de 
disociación de los grupos ácidos débiles, tales como los grupos carboxilo (–
COOH). Al aumentar el pH de la solución, hay un número menor de iones de 
hidrógeno en la superficie del adsorbente y más ligandos están expuestos a 
cargas negativas, lo que resulta en una mayor adsorción de cobre. Para ambos 
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metales pesados, el pH óptimo seleccionado para los experimentos de adsorción 
fue de 5. Esto fue decidido al considerar y adoptar algunas limitaciones, ya que: 
(i) el cobre impone un valor de pH límite de 5, por encima del cual su precipitación 
comienza en forma de hidróxido insoluble; (ii) la hidrólisis de Cr (VI) producirá 
predominantemente especies aniónicas a valores de pH bajos, por lo que se 
requiere una superficie predominantemente cargada positivamente para su 
eliminación eficiente.  
Los datos de equilibrio se ajustaron con éxito al modelo de Langmuir, 
Freundlich y Langmuir-Freundlich (L-F) siendo este último el que mejores 
coeficientes de correlación generó. La máxima capacidad de adsorción de los 
residuos de café tratados que se alcanzaron fue de 70 mg/g para el Cu (II) y 45 
mg/g para el Cr (VI) a pH 5 y una velocidad de agitación de 140 rpm. 
Por otra parte, Cerino et al. (2013)35,36 realizaron un estudio en lote para 
la remoción de Pb (II) y Cu (II) sobre residuos de café con y sin modificación 
química con ácido cítrico. Los investigadores realizaron pruebas de adsorción a 
dos diferentes valores de pH, 4 y 5, y encontraron que al disminuir el pH de la 
solución en una unidad (de 5 a 4), la capacidad de adsorción de Pb (II) y Cu (II) 
se redujo en un 32 y un 24%, respectivamente, demostrando que los protones y 
las especies de metales compiten por los mismos sitios de adsorción; ya que 
para esos valores de pH (entre 3 y 4) los grupos carboxílicos están parcialmente 
protonados (constantes de equilibrio alrededor de 3.99 -  4.25) concluyendo al 
igual que otros investigadores47,48, que la capacidad de adsorción de metales en 
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materiales lignocelulósicos modificados con ácido cítrico disminuye al disminuir 
el pH de la solución. Además, demostraron que los RC modificados 
químicamente con ácido cítrico presentan una capacidad de adsorción 3.2 y 8.1 
veces mayor para Pb (II) y Cu (II), con respecto al material de partida, 
respectivamente pasando de 0.24 a 0.77 mmol/L adsorbidos de Pb (II) a pH = 4 
y aumentando de 0.19 a 1.53 mmol/L en el caso del Cu (II) a pH 5. Este 
comportamiento en la capacidad de adsorción fue debido al aumento de los 
grupos carboxílicos tras el tratamiento químico ya que se determinó una alta 
cantidad de grupos carboxilo (2.2 mmol/g) para el café modificado en 
comparación con el café sin modificar (0.92 mmol/g). Éste estudio concluye que 
los grupos carboxílicos desempeñan el papel principal en la adsorción de 
especies de Pb (II) y Cu (II) de soluciones acuosas sobre adsorbente modificado. 
El intercambio iónico entre protones de grupos carboxílicos (unidos al adsorbente 
modificado) y los cationes de metales pesados se sugiere como el mecanismo 
de adsorción más probable.  
Del análisis bibliográfico realizado, se encontró que pocos estudios han 
sido realizados sobre la adsorción de soluciones multimetálicas, la importancia 
de realizar este tipo de estudios radica que en soluciones reales existe la 
presencia de más de un ion metálico, por lo cual es importante entender las 
interacciones que se producen en el proceso de adsorción, dado que los 
diferentes iones metálicos podrían competir por los mismos sitios activos del 
adsorbente. En el caso de residuos de café en la literatura analizada no se 
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encontró ningún estudio al respecto, por lo que se dispone de poca información 
que permita simular el proceso de adsorción de sistemas multicomponentes, lo 
cual es de suma importancia para una posible aplicación a nivel industrial. Una 
buena comprensión de la adsorción competitiva de metales sobre los residuos 
de café ayudaría a mejorar la precisión para predecir su comportamiento en la 
eliminación simultánea de dos o más solutos. Adicionalmente, la información 
relativa a la eliminación de iones metálicos de soluciones multimetálicas es 
relativamente escasa, especialmente cuando el proceso se lleva a cabo en una 
columna empacada en modo continuo19,49–51. De allí radica la importancia del 
trabajo planteado en esta tesis de investigación, en donde se busca obtener un 
modelo fenomenológico que describa la adsorción simultanea de Cu (II) y Pb (II) 
en el residuo de café en lote y en columna basada en un mecanismo de 
intercambio iónico. 
 
 
2.4 Modelos convencionales de isotermas de adsorción 
 
La mayoría de los trabajos de adsorción por lotes para sistemas 
individuales y multicomponente reportan isotermas de adsorción ajustadas por 
los modelos de Langmuir, Freundlich y Redlich - Peterson y/o modificaciones de 
ellos11,49,50,52–54. 
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2.4.1 Modelos de adsorción monocomponentes 
 
El modelo de Langmuir55 (Ec. 1),  considera  que la adsorción se realiza 
en monocapa con un número finito de sitios idénticos con la misma energía de 
adsorción de cada sitio y la inexistencia de interacción entre las moléculas 
adsorbidas y los sitios activos contiguos. 
q = qmax K C1 + K C  (1) 
 
Donde q es la cantidad adsorbida por unidad de peso de adsorbente (mmol/g), 
C es la concentración en el equilibrio del adsorbato (mmol/L) y qmax (mmol/g) y K 
(L/mmol) son las constantes de Langmuir relativas a la capacidad máxima de 
adsorción y la energía de adsorción, respectivamente. 
Por otra parte, el modelo de Freundlich56 (Ec. 2) se basa en la adsorción 
en superficie heterogénea con sitios activos que tienen diferentes energías de 
adsorción en varias capas. 
q = k C1 n⁄  (2) 
 
Donde k (L1/n mmol1-1/n /g) y n son constantes de ajustes del modelo, relacionadas 
con la capacidad e intensidad de la adsorción, respectivamente. 
El modelo de Redlich-Peterson combina las características de las 
isotermas de Langmuir y Freundlich (Ec. 3). 
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q = aC1 + bCβ (3) 
Donde a (L/g), b (L/mM) y β (adimensional) son constantes de la isoterma de 
Redlich – Peterson. 
 
2.4.2 Modelos de adsorción multicomponente 
 
La isoterma de adsorción en un sistema multicomponente es más 
compleja que las isotermas de un solo adsorbato. Las isotermas de adsorción de 
dos adsorbatos pueden ser representadas por una isoterma en tres dimensiones 
graficando la masa adsorbida de cualquiera de los dos adsorbatos contra las 
concentraciones de ambos, obteniéndose una superficie de adsorción. Los 
modelos se han generalmente obtenido, modificando las ecuaciones de las 
isotermas individuales a sistemas binarios o multicomponentes. 
El modelo de Langmuir ampliado a un sistema de adsorción de n 
componentes57 se expresa de la siguiente manera (Ec. 4) y fue desarrolla en 
base a los supuestos de que todos los sitios activos en el adsorbente son 
uniformes por naturaleza, todos los sitios adsorbentes están igualmente 
disponibles para todos los adsorbatos, los adsorbatos en el sistema 
multicomponente no tienen efecto de interacción y todo las moléculas 
contaminantes en las aguas residuales se adsorben en sitios activos 
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idénticos58,59. El modelo también asume que los sitios activos tienen una energía 
de adsorción uniforme60. 
 
qi =
qm,i Ki Ci
1 + ∑ Kj CjNj=1  (4) 
 
Donde qm, i y Ki son las constantes correspondientes a la isoterma de Langmuir 
para la adsorción individual. 
La isoterma de Freundlich ampliada para la adsorción multicomponente 
es un modelo que se usa para sistemas heterogéneos cuando ocurre una 
interacción entre las moléculas adsorbidas61 y se expresa de la forma siguiente62 
(Ec. 5) 
qi = ki Ci (∑ aij CjN
j=1
)1 ni-1⁄  (5) 
 
La constante ki y el exponente ni corresponden a la isoterma de adsorción 
individual de Freundlich. Los coeficientes de competitividad (aij) representan la 
inhibición de la adsorción del componente i debido a la presencia del 
componente j. 
El modelo de Redlich Peterson competitivo63,64, al igual que con los otros 
modelos, es una ampliación del modelo de la isoterma individual de Redlich-
Peterson (Ec. 6)  
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qi = 
ai Ci
1+ ∑ bjCjβjNj=1  (6) 
 
Donde ai, bi y βi, son las constantes de la isoterma de adsorción individual de 
Redlich - Peterson. 
 
 
2.5 Isotermas de adsorción por intercambio iónico 
 
Intercambio iónico es un proceso en el cual los iones disociados en fase 
líquida son intercambiados por iones con cargas similares inmovilizados en la 
superficie del adsorbente sólido, esta se lleva a cabo mediante una reacción 
estequiométricamente reversible. El intercambiador iónico puede ser de origen 
polimérico, mineral, catiónico, aniónico, resina o membrana. El equilibrio de 
adsorción representado por isotermas de intercambio iónico considera la 
concentración de los diferentes iones presentes en la solución y el efecto 
interactivo que tienen estos iones con los sitios activos del adsorbente65. Del 
análisis bibliográfico realizado se encontró que existen pocos estudios de 
procesos de adsorción descritos mediante mecanismo de intercambio iónico65–
70
. 
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2.5.1 Isotermas de adsorción por intercambio iónico individual 
 
Liu et al. (2011)41 explicaron la adsorción de plomo sobre Typha 
angustifolia en función del pH de la solución metálica. De acuerdo con estos 
autores, a pH ácido (2 y 4), el plomo es adsorbido sobre la superficie de la 
biomasa principalmente por intercambio iónico y complejación. Mientras que a 
valores de pH en el intervalo de 4 a 6, los mecanismos asociados a la adsorción 
de plomo son intercambio iónico, complejación y la formación de puentes de 
hidrógeno entre los átomos de oxígeno del hidróxido de plomo y el hidrógeno de 
los grupos funcionales. En el intervalo de pH de 6 a 8, los autores mencionan 
que los mecanismos dominantes son los puentes de hidrógeno y la complejación 
mientras que el intercambio iónico es despreciable. 
Dávila et al. (2014)66 demostraron que los residuos sólidos de café 
intercambian iones con los metales presentes en solución. El mecanismo de 
adsorción fue descrito considerando una reacción de intercambio iónico entre los 
cationes Ca+2 y protones H+ presentes en la superficie de los residuos sólidos de 
café como material adsorbente y los cationes Cu+2 y Pb+2 en solución. La 
reacción fue representada como sigue: 
 
M2++ 2HB ↔ MB2 + 2H+ (7) 
M2++ CaB2 ↔ MB2 + Ca2+ (8) 
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Donde M2+ representa el metal divalente (Cu2+, Pb2+), HB representa los sitios 
de adsorción protonados, B representa los sitios de adsorción (hidroxílicos, 
carboxílicos) y CaB2 representa los sitios de adsorción neutralizados con los 
iones calcio. La normalidad total es expresada por la Ec. (9): 
 
Co= CM+ CH+ CCa (9) 
 
Donde Co es la normalidad total en meq/L, CM es la concentración de iones 
metálicos en meq/L (Cu2+, Pb2+), CH y CCa son las concentraciones de iones 
hidrógeno y calcio en meq/L, respectivamente. Debido a que los sitios de 
adsorción se consideran ocupados por los iones inicialmente retenidos por los 
residuos sólidos de café tratados, la cantidad de sitios activos es la suma de las 
concentraciones en la fase sólida de los iones involucrados, representada por la 
Ec. (10): 
QB= qM+ qH+ qCa (10) 
 
Donde QB es la cantidad de sitios activos en meq/g, qM, qH y qCa representan la 
cantidad de iones metálicos pesados (Cu2+, Pb2+), hidrógeno y calcio, en meq/g, 
respectivamente. La fracción equivalente de un componente en la fase líquida 𝑥𝑖 
es la relación entre su concentración en la fase líquida (Ci, en meq/L) y la 
normalidad de la solución líquida (C0): 
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xi= CiCo (11) 
 
De manera similar se obtiene la fracción en la fase sólida yi, se obtiene 
de la relación entre la concentración en la fase sólida (qi en meq/g) y la 
concentración de la solución en la fase sólida (QB  en meq/g): yi =  qiQ𝐵 (12) 
 
La suma de las fracciones equivalentes en ambas fases deberá ser igual 
a 1: xM +  xH + xCa = 1 (13) yM +  yH + yCa = 1 (14) 
 
Donde xM, xH y xCa representan las fracciones de ion metálico pesado, hidrógeno 
y calcio en la fase líquida, respectivamente; mientras que yM, yH  y  yCa, 
representan las fracciones del ion pesado, hidrógeno y calcio en la fase sólida. 
El factor de separación representa la selectividad relativa de una especie sobre 
otra, por lo que los factores de separación son definidos como siguen: 
 
αHM= yMxHxMyH (15) 
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αCaM = 
yMxCa
xMyCa
 
(16) 
 
Donde αHM y αCaM  representan los factores de separación entre el ion metálico y el 
protón, y entre el ion metálico y el ion calcio, respectivamente. El factor de 
separación ha sido utilizado por diversos autores para describir las relaciones de 
equilibrio en el intercambio iónico multicomponente. Combinando las Ec. (13-16) 
se obtiene el modelo de equilibrio de intercambio iónico: 
 
yM= 
αCaM  αHM xM
xM(αCaM  αHM - αHM) + xH (αHM - αCaM ) + αHM (17) 
 
Debido a que en la mayoría de los sistemas de aguas residuales 
industriales se encuentran presentes más de un ion metálico, es de gran 
relevancia analizar la capacidad de adsorción de los residuos sólidos de café en 
un sistema multicomponente. En el presente estudio se utilizará un modelo de 
intercambio iónico para la adsorción simultánea de Cu (II) y Pb (II) en solución.  
 
2.5.2 Isotermas de adsorción por intercambio iónico binario 
 
Chong et al. (1995)70 propusieron un modelo fenomenológico de 
intercambio iónico entre el ion Ca+2 presente en el alga marina Ascophyllum 
nodosum y los iones metálicos Cu+2, Cd+2 y Zn+2 presentes en soluciones 
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binarias. El modelo obtenido por estos autores fue una ecuación de tipo Langmuir 
binaria. Sin embargo, durante el desarrollo de su modelo propuesto no fue 
considerado el intercambio que ocurre entre los iones H+ presentes en los sitios 
activos del adsorbente y los iones metálicos, razón por la cual se muestran altas 
desviaciones (21.6, 51.8 y 39.5 para los sistemas Cd – Zn, Cu – Cd y Cu – Zn 
respectivamente) entre las capacidades de adsorción experimentales y las 
obtenidas por el modelo.  
Da Silva et al. en el año 201565 realizaron un estudio sobre el equilibrio 
químico del intercambio iónico para la adsorción binaria de Cu+2 y Ca+2 en 
alginato de calcio ya que es un biopolímero capaz de generar interacciones entre 
cadenas en presencia de cationes divalentes y trivalentes. En el caso del sistema 
de modelado con componentes binarios, el calcio fue considerado como un 
segundo ion. El uso del alginato como intercambiador de iones depende 
esencialmente de la distribución del equilibrio entre las fases. La representación 
de los datos de equilibrio se puede determinar utilizando isotermas de 
intercambio iónico, o incluso isotermas de adsorción. 
El uso de isotermas de intercambio iónico tiene en cuenta la concentración 
de diferentes iones interferentes en la mezcla, es decir, considera el efecto de 
los contraiones que se presentan originalmente en la estructura del alginato. Tal 
efecto no tiene lugar cuando se usan las isotermas de adsorción, en las cuales 
solo se consideran los iones adsorbidos para el modelado71. En este estudio, se 
utilizaron los modelos multicomponentes de Langmuir, Freundlich, Langmuir- 
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Freundlich y Jain – Snoeyng para describir la adsorción binaria de Cu+2 y Ca+2, 
los mejores resultados fueron obtenidos con la isoterma de Freundlich (R2 = 
0.988). Por otro lado, también realizaron un análisis de datos por medio de la ley 
de acción de masas, específicamente con el modelo de Wilson que toma en 
cuenta la composición química presente en el proceso completo para describir 
la capacidad de adsorción de su biopolímero, los resultados indican que los datos 
experimentales se ajustan mejor al modelo de Wilson (R2 = 0.994). 
Lin y Juang 200572 también utilizaron ambos conceptos (isotermas de 
intercambio iónico e isotermas de adsorción), para tratar la eliminación de 
metales pesados de soluciones acuosas utilizando las resinas Chelex 100 y 
Amberlite IRC 748 como intercambiadores de iones. Con respecto a la adsorción, 
aplicaron el modelo de Langmuir en el proceso de intercambio iónico, de acuerdo 
con la ley de acción de masas. Ambos modelos mostraron respuestas 
considerablemente cercanas a las condiciones experimentales, aunque el 
modelo conectado a la ley de acción masiva representó más satisfactoriamente 
el comportamiento real.  
Sin embargo, aunque los modelos tradicionales presentan un resultado 
menos satisfactorio, estos son ampliamente utilizados debido a la simplicidad de 
los modelos de adsorción. El modelado por intercambio iónico se puede aplicar 
en diferentes configuraciones de reactor, como baño finito, lecho fijo o lecho 
fluidizado, aunque la capacidad de eliminación de iones metálicos en los 
procesos discontinuos y continuos puede ser diferente73,74.  
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Según Preetha et al. (2007)75, quienes analizaron la capacidad de 
remoción del alginato de cromo proveniente de las algas Rhizopus arrhizus, 
mostraron que el sistema de lotes eliminó hasta 1.00 meq cromo / g alginato, 
mientras que en el sistema de lecho fijo tuvo una capacidad máxima de 3.45 meq 
cromo / g alginato. 
Lamentablemente en este estudio, los datos de equilibrio obtenidos para 
el sistema de reactor por lotes no representaron efectivamente el equilibrio que 
tiene lugar cuando se usan columnas, por lo que los modelos aplicados se 
debieron ajustar de acuerdo con los datos experimentales obtenidos con el uso 
de columnas, argumentando que, la concentración disminuye con el tiempo en 
los sistemas por lotes, mientras que la alimentación es constante en los sistemas 
continuos74.  
En el presente trabajo, se expondrá que ciertos parámetros obtenidos en 
la modelación por intercambio iónico en sistemas individuales juegan un rol muy 
importante en el desarrollo del modelo propuesto para describir el fenómeno de 
adsorción en sistema multicomponente llevado a cabo en sistema en lote y 
también (como trabajo a futuro), se mostrará por medio de simulaciones gráficas, 
la vinculación que tienen algunos parámetros del modelo obtenido en lote con el 
modelo para la adsorción continua en columna empacada utilizando el café 
modificado químicamente como adsorbente. 
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2.6 Adsorción en columna empacada 
 
Las pruebas de adsorción en lote dan información fundamental en 
términos de cinética y capacidades de adsorción. Sin embargo, en la mayoría de 
las aplicaciones prácticas (industriales), la operación en columna empacada es 
el modo más adecuado, tanto desde el punto de vista económico como 
operacional. La eficiencia de su operación es evaluada mediante las curvas de 
ruptura, es decir, una representación de la concentración del efluente 
contaminante con respecto al tiempo. Estas curvas de ruptura (Fig. 1) son 
función de la geometría del adsorbente y las condiciones de operación. Las 
predicciones del tiempo de ruptura son realizadas a través de modelos 
matemáticos, los cuales son de gran utilidad para fines de escalamiento y de 
diseño del sistema de adsorción. Estos modelos matemáticos, pueden incluir 
diferentes fenómenos tales como: dispersión axial, resistencia a la transferencia 
de masa externa, difusión intraparticular (difusión en los poros y superficial) y el 
equilibrio de adsorción con el adsorbente76.  
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Figura 1. Esquema de curva de ruptura77. 
 
La adsorción dinámica usualmente ocurre en un sistema abierto donde la 
solución de adsorbato pasa continuamente a través de una columna empacada 
con el adsorbente. Para la adsorción de columnas, determinar la curva de ruptura 
es un tema muy importante porque proporciona la información básica para el 
diseño de un sistema de adsorción de columnas. Sin información de la curva de 
ruptura, no es posible hacer un escalamiento racional de adsorción en columna 
para su aplicación real a nivel industria. Existen dos enfoques ampliamente 
utilizados para obtener la curva de avance de un sistema de adsorción: la 
experimentación directa o el modelado matemático. El método experimental 
podría proporcionar una curva de avance directa y concisa del sistema utilizado. 
Sin embargo, generalmente es un proceso indeseable que consume mucho 
tiempo y es costoso, particularmente para los contaminantes traza dado que se 
requiere un tiempo de residencia prolongado. Además, la curva de avance 
depende en gran medida de las condiciones experimentales, como la 
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temperatura ambiente y el tiempo de residencia. En lo que respecta al modelado 
matemático, éste es simple y se realiza fácilmente sin necesidad de pruebas 
experimentales78. A diferencia de la adsorción gas - sólido, en la adsorción 
líquido - sólido es teóricamente más difícil dar una descripción clara debido a las 
tres interacciones que compiten cuando se considera la adsorción física: 
adsorbato - agua, adsorbato - superficie, y agua - superficie. La extensión de la 
adsorción está determinada por la intensidad de las interacciones adsorbato - 
superficie en comparación con las interacciones adsorbato - agua y agua - 
superficie. Las interacciones adsorbato - superficie y agua - superficie están 
determinadas por la química de la superficie, y el adsorbato - agua está 
relacionado con la solubilidad del adsorbato79.  
Para modelar una adsorción de columna líquido - sólido, se consideran 4 
etapas de transferencia de masa  (Fig. 2): (1) Transferencia de masa en fase 
líquida, incluida la transferencia de masa por convección y la difusión molecular; 
(2) difusión de la interfaz entre la fase líquida y la superficie exterior del 
adsorbente (es decir, difusión de la película); (3) transferencia de masa 
intraparticular que podría involucra la difusión de poros y la difusión superficial; 
y, (4) la reacción de adsorción – desorción. 
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Figura 2. Esquema de la transferencia de masa en materiales porosos. 
 
La dispersión axial es consecuencia de la difusión molecular y el mezclado 
del adsorbato en el fluido que ocupa los intersticios entre las partículas y puede 
llegar a ser un parámetro importante que afecte el rendimiento de las columnas 
                                     3.- Difusión 
                                           intraparticular 
  
                                                         +  
 
4.- Adsorción - desorción 
2.- Transferencia de 
masa externa 
1.- Dispersión axial 
Adsorbente 
Adsorbato 
Intercambio Iónico 
A: Cu+2, Pb+2 
B: H+ 
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empacadas por ser uno de los mecanismos responsable de la ampliación de los 
perfiles de concentración en los adsorbedores de lecho fijo cuando el tamaño de 
partícula y/o el caudal sea sustancialmente menor de lo habitual79–81. La 
transferencia de masa externa se refiere al transporte del adsorbato desde el 
seno del fluido hasta la superficie del adsorbente a través de la película que 
rodea a la partícula adsorbente. La resistencia a la transferencia de masa externa 
es determinada por las condiciones hidrodinámicas y debe ser considerada en 
la modelación matemática del proceso de adsorción en columna empacada. La 
difusión intraparticular representa el transporte del adsorbato dentro del 
adsorbente, habitualmente se consideran dos mecanismos: a) a través del fluido 
que llena los poros del adsorbente (difusión de poro) y b) en las paredes del poro 
(difusión superficial). Este fenómeno es significativo cuando el adsorbente es 
microporoso (diámetro de poro < 2 nm)79, por lo que en materiales meso y 
macroporosos, como es el caso de  los residuos de café, este tipo de transporte 
puede ser despreciado.  
El estudio de la adsorción en columna empacada se basa en la obtención 
y análisis de curvas de rompimiento (concentración de efluente vs tiempo (C vs 
t), capacidad de adsorción/capacidad de adsorción máxima vs 
concentración/concentración total inicial (q/qmax vs C/Co)), las cuales son función 
de la geometría del adsorbente y las condiciones de operación. La cantidad de 
iones metálicos adsorbidos por unidad de peso de los adsorbentes (q, mg / g) se 
puede calcular mediante la ecuación 18: 
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q = (te - ∫ f(t)dttetb )  Q CoW  (18) 
 
donde Q, C0 y W representan el caudal volumétrico (ml/min), concentración de 
afluente (mg/ml) y peso seco del adsorbente empacado (g), respectivamente. La 
expresión te - ∫ f(t) dttetb   representa el área de la sombra en la Figura 3 y se puede 
estimar a través de la integración. f(t), tb, y te son funciones que representan la 
curva de efluente obtenida de un lecho fijo, el tiempo de avance (min) y el tiempo 
de agotamiento (min), respectivamente. 
 
 
Figura 3. Ejemplo de curva de rompimiento de una columna empacada82. 
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La adsorción de un soluto en columna empacada puede ser modelada 
mediante el balance de masa en un elemento diferencial de la columna (Figura 
4) de donde se obtiene una ecuación diferencial parcial que describe el 
fenómeno de transporte que ocurre durante el proceso. 
 
 
                        𝜀𝑣𝑆 − 𝐷𝑎𝑥  𝜕𝐶𝜕𝑧|𝑧                                                            𝜀𝑣𝑆 − 𝐷𝑎𝑥  𝜕𝐶𝜕𝑧|𝑧+∆𝑧 
 
 
                                                    z 
 
Figura 4. Elemento diferencial de una columna empacada. 
 
Debido a que el soluto es transportado a través del elemento diferencial 
tanto por difusión molecular como por el flujo axial, y que se acumula en la 
superficie y poros del adsorbente, la ecuación del balance de materia se define 
como el cambio del soluto en el flujo de entrada más el cambio del soluto por 
dispersión relativa de entrada menos el cambio del soluto en el flujo de salida 
menos el cambio del soluto por dispersión relativa de salida igual a la 
acumulación del soluto, quedando la ecuación diferencial parcial de segundo 
orden (Ec. 19) 
 
v (∂C∂z)t + (∂C∂t )z + 1 - ϵ𝜖 (∂q̅∂t )z =  D𝑎𝑥 (∂2C∂z2 )t  (19) 
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Donde v es el promedio de la velocidad axial del fluido en los espacios 
intersticiales en unidades de longitud/tiempo, 𝜖 es la fracción del espacio vacío 
de la cama en la columna, 𝐷𝑎𝑥 es el coeficiente de difusión axial efectivo del 
soluto, 𝑧 es la distancia axial en unidades de longitud, 𝑡 es tiempo en segundos, 𝐶 es la concentración del soluto en la fase líquida en masa o moles de soluto por 
unidad de volumen del líquido y ?̅? es la concentración del soluto promedio 
adsorbido en la fase sólida expresada en masa o moles de soluto por volumen o 
masa del adsorbente. 
El primer término de la Ec. 19, representa la cantidad de soluto que fluye 
por convección hacia la dirección longitudinal del lecho menos la que fluye hacia 
afuera. El segundo término, representa la acumulación del soluto en el líquido. 
El tercer término es la acumulación del soluto en el sólido. El último término 
representa la dispersión axial del soluto en el lecho que provoca la mezcla de 
soluto y disolvente. 
Si la solución presenta concentraciones diluidas de adsorbato, el balance 
de energía puede ser despreciable, lo cual resulta en un estudio puramente 
isotérmico. Además, cuando la relación entre el diámetro de partícula y el 
diámetro de la columna es mayor a 2083 es posible asumir una pequeña caída 
de presión a través de la columna, un perfil de velocidad de tipo flujo pistón y 
gradientes de concentración radiales despreciables. 
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Escudero et al. (2013)84 modelaron las curvas de rompimiento de mezclas 
binarias entre Cu (II), Cd (II), Ni (II) y Pb (II) usando residuos de tallos de uvas 
como adsorbente. El modelo matemático utilizado fue el de difusión de superficie 
homogénea incorporando el modelo de Langmuir extendido para predecir las 
isotermas de adsorción de las mezclas binarias el cual asume que el flujo pistón 
es en una sola dirección, las partículas se comportan como un medio pseudo 
homogéneo donde el soluto se difunde, se considera una limitada transferencia 
de masa externa y que el equilibrio líquido-sólido prevalece en la superficie 
externa. Sin embargo, estos autores no tomaron en cuenta las difusividades 
binarias y la dispersión axial en columna empacada. 
Yu et al. (2014)8 estudiaron la capacidad y cinética de adsorción individual 
de Cu (II), Cd (II) y Zn (II) en un sistema en lote y realizaron experimentos de 
adsorción dinámica en sistemas de un componente y las mezclas binarias y 
ternarias en columna empacada con residuos de hojas  del árbol fénix 
modificadas con di anhídrido piromelítico. Los resultados mostraron que hubo un 
efecto antagónico en el proceso de adsorción competitivo en el sistema binario 
y ternario. La hoja modificada mostraba una alta selectividad hacia un ion 
metálico con un orden de afinidad de Cu+2 > Cd+2 > Zn+2. El proceso de adsorción 
competitiva entre los tres metales fue investigado y modelado. Los modelos 
matemáticos utilizados durante la investigación para simular las curvas de 
rompimiento fueron los modelos de Yoon - Nelson, Wolborska y Bohart – Adams, 
y Yoon - Nelson modificado. El modelo de Yoon - Nelson original y modificado 
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fueron los que mejor simularon las curvas de rompimiento para los tres sistemas 
investigados, individuales, binarios y ternarios al mostrar valores muy cercanos 
a la unidad en cada una de sus correlaciones. En un sistema individual en 
sistemas continuos, las capacidades de adsorción fueron 34.5, 38.6 y 28.5 mg/g 
para Cu+2, Cd+2 y Zn+2, respectivamente. En el sistema Cu-Cd, las capacidades 
de adsorción disminuyeron a 32.2 y 19.2 mg / g para Cu+2 y Cd+2, y se observaron 
disminuciones en la capacidad de adsorción de aproximadamente 7 y 50% para 
los dos iones metálicos. En lo concerniente al sistema Cd-Zn, se encontraron 
disminuciones de 32 y 43% para Cd+2 y Zn+2. En el sistema ternario, las 
capacidades de adsorción para Cu+2, Cd+2 y Zn+2 fueron 27.4, 16.5 y 9.0 mg/g, 
respectivamente, donde las reducciones para los tres iones metálicos fueron 21, 
57 y 68%, respectivamente. Estos resultados sugieren que hubo un efecto 
antagónico en el proceso de adsorción. El  modelo de Yoon - Nelson no requiere 
datos acerca de las  características del sistema como podrían ser el tipo de 
adsorbente y la conformación física de la columna empacada85 lo cual dista 
mucho de ser un modelo que represente fenomenológicamente el proceso de 
adsorción. 
En la presente propuesta, se estudiará la capacidad de adsorción de los 
residuos sólidos de café modificados con ácido cítrico, mediante la realización 
de pruebas experimentales en sistemas en lote y para el estudio en columna 
empacada se harán simulaciones con el modelo desarrollado en este trabajo que 
nos permitan prever diferentes condiciones de operación como lo son el tiempo 
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de contacto de columna vacía, la altura de la columna, entre otras, para luego 
realizar futuras pruebas experimentales que validen el modelo obtenido.  
Las aportaciones del presente trabajo serán el estudio de la remoción 
simultánea de Cu (II) - Pb (II) mediante residuos sólidos de café modificados 
químicamente donde los parámetros de equilibrio serán obtenidos mediante un 
modelo fenomenológico de intercambio iónico. En los estudios de columna de 
adsorción binaria con residuos sólidos de café modificados químicamente se 
propondrá un modelo matemático considerando dispersión axial, transferencia 
de masa externa y adsorción en equilibrio basada en intercambio iónico con el 
cual se realizarán simulaciones para describir la adsorción competitiva. Por lo 
cual se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales y sus condiciones 
iniciales y de frontera: 
 
𝑞𝑀1=  𝑞𝑚𝑎𝑥 αHM1𝐶M1(αHM1 - 1) 𝐶M1 + (αH𝑀2 - 1) 𝐶M2+ (αHM1αCaM1  - 1)  𝐶Ca + 𝐶o 
 
(17) 
𝐷𝑎𝑥 𝜕2𝐶(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧2 = 𝑣 𝜕𝐶(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧 + 𝜕𝐶(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡 + (1 − 𝜖𝜖 ) 𝜕𝑞(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡   (19) 
𝜕𝑞(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡 = 3 𝑘𝑓𝑅  (𝐶(𝑧,  𝑡) − 𝐶𝑒𝑞)  (20) 
𝐶(𝑧,  𝑡) = 0;  t = 0,  z > 0 C. I. 
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𝐶(𝑧,  𝑡) = Co;  t ≥ 0,  z = 0 C’s. F. 𝜕𝐶(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡  = 0 ;  t ≥ 0,  z = L  
 
En donde; C.I.: Condición inicial, C’s.F.:  Condiciones Frontera 
 
La Ec. 20, es conocida como la fuerza motriz de la difusión de la película 
y es comúnmente llamada fuerza lineal impulsora. La fuerza motriz de la difusión 
de la película es el gradiente de concentración ubicado en la región de la interfaz 
entre la superficie exterior de las partículas adsorbentes y la solución. Como 
primer paso de la adsorción, la difusión de la película predomina en cierta medida 
la tasa de captación global e incluso se convierte en la etapa de control en 
algunos casos. La difusión de la película de flujo se puede expresar en forma 
lineal al multiplicar su fuerza motriz con el coeficiente fenomenológico y debido 
a su forma matemática simple86, es la más utilizada para modelar la transferencia 
de masa externa del soluto que atraviesa la partícula delgada que cubre al 
adsorbente y donde kf es el coeficiente de transferencia de masa externa, So es 
el área superficial del adsorbente por unidad de volumen del mismo, C es la 
concentración del adsorbato en la fase líquida y Ci es la concentración del 
adsorbato en el equilibrio a temperatura constante. 
Las ecuaciones 11, 12, 17, 19 y 20 se combinan para obtener la ecuación 
diferencial parcial normalizada de segundo orden de tipo parabólica (Ec. 21), la 
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cual es el modelo matemático propuesto que describe la adsorción tanto 
individual como binaria (o multicomponentes) en columna empacada en donde 
para el caso mostrado en esta tesis se deberán considerar las propiedades 
texturales de los residuos de café modificado. 
 
 𝐷𝑎𝑥 𝜕2𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧2 = 𝑣 𝜕𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧 + 𝜕𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡 + 𝑞𝑚𝑎𝑥𝐶𝑜 (1 − 𝜖𝜖 ) 3 𝑘𝑓𝑅 (𝑋(𝑧, 𝑡) − 𝑋𝑒𝑞) (21) 
 
Donde  𝐷𝑎𝑥 es el coeficiente de dispersión axial (m2/s), 𝜖 es la fracción hueca, 𝑣 
es la velocidad intersticial (m/s), 𝑞𝑚𝑎𝑥 es la capacidad máxima de adsorción 
(meq/g), 𝐶𝑜 es la concentración inicial del ion metálico (meq/L), 𝑘𝑓 es el 
coeficiente de transferencia de masa externa (m/s) y 𝑅 es el radio de partícula 
promedio (m).  
La ecuación 21 puede ser resuelta numéricamente por el método de Crank 
- Nicholson (Apéndice B), el cual es el método más empleado para resolver 
ecuaciones diferenciales parciales parabólicas. 
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CAPÍTULO 3 
 
HIPÓTESIS Y OBJETIVOS DEL PROYECTO 
 
3.1 HIPÓTESIS 
 
La adsorción en el equilibrio de sistemas monocomponentes y 
multicomponentes de Cu (II) y Pb (II) en sistemas en lotes con residuos sólidos 
de café modificados es determinada adecuadamente mediante un modelo 
matemático basado en intercambio iónico. 
 
3.2 OBJETIVO GENERAL 
 
Obtener un modelo matemático que describa la adsorción en el equilibrio 
de sistemas monocomponentes y multicomponentes de Cu (II) y Pb (II) en 
sistemas en lotes con residuos sólidos de café modificados químicamente 
considerando un mecanismo de adsorción mediante intercambio iónico.  
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3.3 OBJETIVOS ESPECÍFICOS 
 
1. Modificar químicamente el residuo de café utilizando ácido cítrico como 
agente modificante. 
2. Determinar la capacidad de adsorción en el equilibrio de sistemas 
individuales y binarios de Cu (II) y Pb (II), utilizando residuos sólidos de café 
modificados químicamente como material adsorbente. 
3. Obtener un modelo de intercambio iónico multicomponente para 
representar las isotermas de adsorción binarias de Cu (II) - Pb (II). 
4. Modelar las isotermas de adsorción de mezclas binarias de Cu (II) - Pb (II) 
mediante el modelo de intercambio iónico multicomponente propuesto.   
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CAPÍTULO 4 
 
MATERIALES Y METODOS 
 
4.1 Materiales y equipos 
 
4.1.1 Reactivos 
 
Soluciones valoradas de hidróxido de Sodio 0.1 N (LeMont), ácido nítrico 
0.1 N (LeMont), ácido clorhídrico 0.1 N (LeMont), estándares valorados de Cu 
(II) (Ricca Chemical Company) y Pb (II) (AccuStandard), ácido cítrico (LeMont), 
cloruro de sodio (J.T. Baker), nitrato de cobre hidratado (J.T. Baker), nitrato de 
plomo cristal (J.T. Baker), nitrato de plomo (Fermont).  
 
4.1.2 Residuo de café (RC) 
 
El RC utilizado en este trabajo de investigación fue recolectado de la 
Facultad de Ciencias Químicas de la Universidad Autónoma de Nuevo León. 
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4.1.3 Equipos de laboratorio 
 
El listado de los equipos de laboratorio utilizados en el desarrollo 
experimental de este estudio es mostrado en la Tabla III. 
 
Tabla III. Equipos de laboratorio utilizados. 
 
Equipo 
Marca/Modelo Aplicación 
Potenciómetro  
Orion/3Star Medir la concentración de iones H
+
. 
Balanza analítica 
AnD/HR200 Medición de la masa de reactivos y adsorbentes. 
Agitador mecánico 
IKA/Eurostar6000 Agitación de soluciones  
Espectrómetro de 
absorción atómica 
Thermo scientific  
SOLAAR 989  
Medición de la concentración de metales 
pesados presentes en solución. 
Bomba peristáltica 
Watson Marlow 323 Adsorción en columna empacada 
Columna de boro silicato Adsorción en columna empacada 
 
4.2 Disposición de residuos 
 
Los residuos generados durante el desarrollo de este proyecto fueron 
dispuestos en contenedores específicos de acuerdo con lo establecido por el 
departamento de residuos peligrosos de la Facultad de Ciencias Químicas, 
UANL.  
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4.3 Metodología 
 
4.3.1 Modificación química de residuos sólidos de café 
 
El residuo de café (RC) fue sometido a varios ciclos de lavado con agua 
destilada hasta obtener una solución incolora y se secó en una estufa a 50ºC 
durante 24 horas. Luego, el RC se guardó en un recipiente cerrado y seco. La 
modificación química del RC fue similar al procedimiento propuesto por Zhu y 
col. (2008)48, 30 g de RC se agregaron a 210 mL de ácido cítrico (AC) 0.6 M y 
fueron calentados a 600C por 12 h. Posteriormente, la temperatura se incrementó 
a 1000C por 90 min hasta evaporar la solución líquida. El RC obtenido fue secado 
a 1000C durante 24 h y en seguida lavado durante 1 h con 1 L de agua destilada 
a 60o C en agitación a 200 rpm. El RC se recuperó por filtración y al agua de 
lavado (10 ml) se le agregó 10 ml de Pb(NO3)2 0.1 M con la finalidad de 
determinar la presencia de AC libre.  Finalmente, cuando en la solución de lavado 
no se detectó la presencia de plomo precipitado, el RC se secó a 1000C durante 
15 horas y se almacenó herméticamente hasta antes de su utilización.   
 
4.3.2 Determinación de los sitios activos 
 
La cantidad de grupos funcionales y sus constantes de equilibrio del café 
modificado, fueron determinados experimentalmente por titulaciones 
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potenciométricas de acuerdo al método propuesto por Yun et al. (2001)87 y 
aplicados a residuos agroindustriales por García-Reyes et al. (2008)88.  
Este método considera la reacción de disociación de grupos funcionales 
y la constante de equilibrio dada en la Ec. (22): 
bjH ↔bj-+H+   Kj= [bj-][H+][bjH]  (22) 
Donde el número total de grupos es igual a la suma de los grupos 
protonados y los grupos funcionales disociados como se describe en la Ec. (23):  [𝑏𝑗]𝑇 = [𝑏𝑗𝐻] + [𝑏𝑗−] (23) 
En los experimentos de titulaciones potenciométricas la condición de 
electroneutralidad debe ser satisfecha, tal y como se muestra en la Ec. (24): 
[𝑁𝑎+]𝑎𝑔𝑟𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎 + [𝐻+] = ∑[𝑏𝑗−] + [𝑂𝐻−]𝑛𝑗=1  (24) 
Finalmente, combinando las ecuaciones (22, 23 y 24) se obtiene el modelo 
para estimar la cantidad de grupos funcionales y sus constantes de equilibrio tal 
y como se muestra en la Ec. (25): 
[𝑂𝐻−]𝑎𝑔𝑟𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎 = ∑ 𝑏𝑗𝑋1 + [𝐻+]𝐾𝑗 + 𝐾𝑤[𝐻+] − [𝐻+]
𝑛
𝑗=1  (25) 
 
   UANL                                                            Doctorado en Ciencias con Orientación en Procesos Sustentables 
57 
Los resultados de las titulaciones ácido-base usando RC modificado 
fueron utilizados para determinar los valores de los parámetros b y pKa mediante 
la regresión no lineal de la Ec. (25)  
 
4.3.3 Determinación del punto de carga cero (pHPCC) 
 
El pHPCC del RC fue determinado por un procedimiento similar al reportado 
por Babic y Milojic (2001). En matraces de aforación conteniendo una solución 
0.1 M de NaCl, fueron agregados diferentes volúmenes de HCl 0.1 N o NaOH 
0.1 N hasta un volumen de 40 mL de solución. Las soluciones preparadas fueron 
agregadas a tubos cónicos de 50 mL conteniendo el RC modificado. Finalmente, 
se colocaron en agitación durante dos días a 200 rpm. El pH final de las 
soluciones fue medido. El pHPCC fue determinado al valor de pH en donde la 
curva de titulación potenciométrica presenta una meseta. 
 
4.3.4 Contenido extraíble de calcio 
 
El calcio extraíble se determinó de acuerdo con los métodos analíticos 
para la espectroscopia de absorción atómica AY-1. Se colocaron muestras de 
5.0 g de residuos de café modificados (RCM) seco con un tamaño de partícula 
entre 0.701 y 0.833 mm en un matraz Erlenmeyer con 20 ml de solución de 
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extracción (0.05N HCl + 0.025N H2SO4). Después de 15 minutos de agitación 
mecánica, las muestras se filtraron y la solución se colocó en recipientes 
volumétricos de 50 ml y se diluyó a 50 ml con solución de extracción89. La 
solución obtenida se analizó por duplicado mediante espectrofotometría de 
absorción atómica (AAS) en un equipo de absorción atómica de llama Thermo-
Scientific SOLAAR 989. 
 
4.3.5 Estudio de equilibrio de adsorción en lotes 
 
Las isotermas de adsorción de Cu (II) y Pb (II) se llevaron a cabo en 
matraces de 50 ml que contenían 40 ml de soluciones metálicas a diferentes 
concentraciones iniciales. Se agregaron 40 mg de RCM a 40 ml de una solución 
a pH 5 que contenía Pb (II) y / o Cu (II) a fin de evitar la precipitación de Pb (II) y 
Cu (II). De acuerdo con lo reportado en los diagramas de especiación (Anexo A) 
los metales podrían ser precipitados a pH > 5.5. Los matraces fueron agitados 
en un agitador orbital a 200 rpm y 30 ° C durante 5 días para asegurar que se 
alcanzara el equilibrio de adsorción90. La concentración inicial de metal fue 
variada desde 0.1 hasta 1 mM para sistemas individuales de Cu (II) y Pb (II). 
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4.3.6 Determinación de cationes intercambiables 
 
El método AY-2 de los Métodos analíticos para la espectroscopia de 
absorción atómica fue utilizado para determinar la concentración de algunos 
nutrientes que pueden ser intercambiables en la superficie del adsorbente y 
poder cuantificar los iones intercambiables de calcio, magnesio, sodio y potasio 
en la RCM. Las muestras de RCM se secaron y se tamizaron para un tamaño de 
partícula de 0,701 a 0,833 mm, luego se colocó una muestra de 2,5 g en un 
matraz Erlenmeyer de 125 ml con 25 ml de CH3COONH4 1N a pH 7,0. Las 
muestras de RCM se agitaron y se filtraron, y la solución se analizó mediante 
AAS89. 
 
4.4 Determinación de la concentración de Pb (II) y de Cu (II) en 
solución acuosa 
 
La concentración del Cu (II) o Pb (II) en solución fueron determinadas por 
espectrometría de absorción atómica (EAA) en un equipo Thermo-Scientific 
SOLAAR 989. En este método, el metal que se determina es atomizado hasta 
una flama de acetileno-aire para formar el vapor atómico del metal en su estado 
basal. Estos átomos absorben la energía radiante emitida por una lámpara de 
cátodo hueco y la cantidad absorbida de luz es proporcional a la concentración 
de metal en la muestra. La absorbancia se determinó en el espectrómetro de 
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absorción atómica que se calibró a cero utilizando agua desionizada como 
blanco. La determinación cuantitativa de metales pesados en solución acuosa 
fue efectuada mediante la elaboración de una curva de calibración a diferentes 
concentraciones: (1-5 mg/L) para el Cu (II) y (1-10 mg/L) para el Pb (II), el valor 
de pH utilizado con los estándares fue de 5, para el Pb (II) y Cu (II). 
Las muestras obtenidas de los experimentos de adsorción fueron diluidas 
para su medición. Las condiciones de operación del espectrómetro para 
determinar Pb (II) y Cu (II) se muestran en la Tabla IV. 
 
Tabla IV. Condiciones de operación del espectrómetro de absorción atómica. 
 
 
4.5 Análisis de regresión no lineal 
 
Los parámetros de los modelos utilizados para ajustar los datos 
experimentales de las isotermas de adsorción fueron obtenidos utilizando un 
método de mínimos cuadrados, basado en minimizar la función objetivo siguiente 
por medio del algoritmo de optimización de Rosenbrock-Newton 
Elemento Intervalo de 
concentración 
Corriente de 
la lámpara 
Longitud 
de onda 
Tipo de 
flama 
Cobre 1-5 mg/L 75% 324.8nm Aire-acetileno 
Plomo 1-10 mg/L 75% 217.0nm Aire-acetileno 
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∑ (𝑞𝑒𝑥𝑝 − 𝑞𝑐𝑎𝑙𝑞𝑒𝑥𝑝 )2𝑛𝑗=1  (26) 
Los modelos utilizados en el presente trabajo son mostrados a detalle en 
la sección correspondiente a la discusión de resultados. 
El porcentaje de desviación promedio de cada isoterma se evaluó con la  
Ec. 27 
%DP =  1𝑁 ∑ |qexp − qteoqexp | ∗ 100ni=1  (27) 
Donde qteo y qexp representan la capacidad de adsorción teórica y experimental 
(meq/g), respectivamente.  
La precisión de los modelos es comparada con el coeficiente de regresión 
(Rc2) con el grado de libertad df = m - k, donde m es el número de puntos de 
muestreo y k es el número de parámetros del modelo. 
Rc2 = R2- k (1 - R2)df - 1  
Siendo 
R2 = 1 - % ADCt        y        Ct = ∑ qiexp- 1m ∑ qiexpmi=1qiexp𝑚𝑖=1   
 
Rc2 fue utilizado para comparar los resultados obtenidos entre los 
diferentes modelos estudiados. En el análisis Rc2 se utiliza en lugar de R2 ya que 
considera el número de parámetros libres, que es necesario para comparar 
varios modelos con diferentes grados de libertad. 
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Capítulo 5 
 
Resultados y Discusiones 
 
5.1. Caracterización del residuo del café sin modificar y 
modificado  
 
5.1.1 Espectroscopia de infrarrojo por transformada de Fourier 
con reflectancia total atenuada (ATR-FTIR) 
 
Con el objetivo de identificar los grupos funcionales de los residuos de 
café antes y después de la modificación, se obtuvo el espectro de infrarrojo del 
café sin modificar y modificado. En la Figura 5, se muestra la banda de absorción 
correspondiente al estiramiento de los grupos hidroxilos (O-H) a 3350cm-1, el 
estiramiento de los grupos alifáticos (C-H) a 2930cm-1 y el estiramiento de los 
grupos carboxílicos (C=O) a 1742cm-1. El incremento en la intensidad de la 
banda de absorción característica de los grupos carboxílicos en la superficie del 
RCM con respecto al RC, es atribuida a las reacciones de esterificación de los 
grupos hidroxilos presentes sobre la superficie del RC y el ácido cítrico 
generando más grupos carboxílicos en la superficie del material. Los grupos 
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carboxílicos han sido reportados como los principales responsables de la 
adsorción de los metales pesados en el residuo de café35,36. 
 
 
Figura 5.  Espectro de IR del residuo de café sin modificar (RC) y modificado (RCM) 
con ácido cítrico. 
 
5.1.2 Punto de carga cero (pHPCC) 
 
El valor del pHPCC del RCM fue obtenido experimentalmente y se ilustra 
en la Figura 6. Los valores de pH final que se obtienen luego de alcanzar el 
equilibrio se grafican como una función de los valores de pH inicial de la solución. 
Se puede observar que el pHPCC del RCM fue de 2.97 (valor de pH final donde 
se forma una meseta en la curva). Este valor de pHPCC es similar al reportado 
por Cerino et al. (2013)35,36, el cual fue 2.8. El pH en el punto de carga cero es el 
pH en el que la cantidad de cargas negativas en la superficie del adsorbente es 
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igual a la cantidad de cargas positivas. Los grupos funcionales orgánicos de la 
superficie del adsorbente puede adquirir una carga negativa o positiva 
dependiendo del pH de la solución. Para valores de pH mayores que el pKa de 
los grupos ácidos, los sitios están principalmente disociados y adquieren una 
carga negativa, mientras que a valores de pH más bajos que el pKa de estos 
grupos se asociará con un protón para que se cargue positivamente91, por lo 
cual, por encima del punto de carga cero, la carga superficial del adsorbente es 
predominantemente negativa y, por lo tanto, se podrían adsorber especies 
cargadas positivamente (cationes metálicos)92. 
  
Figura 6.  Determinación del punto de carga cero del residuo sólido de café modificado 
con ácido cítrico. 
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5.1.3 Titulación potenciométrica 
 
El proceso de modificación de residuos agroindustriales (paja de soya) 
con ácido cítrico (AC) fue propuesto por Zhu et al. (2008)48 y se muestra 
esquemáticamente en la Figura 7. Las estructuras de la celulosa y hemicelulosa 
no se rompen cuando se modifican con AC. El AC se deshidrata al calentarse y 
forma un anhídrido que reacciona con los grupos hidroxilo de los compuestos 
lignocelulósicos del RC. Los sitios carboxílicos en el RC aumentan durante la 
modificación ya que cada molécula del AC unida a los compuestos 
lignocelulósicos contiene dos grupos carboxílicos.  
 
Figura 7. Mecanismo de reacción de la celulosa con el ácido cítrico (Bo Zhu, 
2008). 
 
En la Figura 8 se muestran los datos experimentales obtenidos mediante 
la titulación potenciométrica de los RC mediante el método de Yun et al. (2001)87. 
Estos datos fueron utilizados para determinar la cantidad de grupos funcionales 
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y los valores de pKa mediante regresión no lineal. Los valores obtenidos se 
muestran en la Tabla V. El modelo con tres parámetros (n = 3) es el que mejor 
ajusta los datos experimentales de acuerdo con el coeficiente de correlación 
obtenido (R2 > 0.99) lo que representa que al menos 3 grupos funcionales están 
presentes en la superficie de los residuos sólidos de café químicamente 
modificados. 
 
Figura 8. Titulación potenciométrica de los RC modificados con AC 0.6 M  
Tabla V. Grupos funcionales del RCM (b, mmol/g) y sus pKa. 
 
Grupos Funcionales n = 1  n = 2  n = 3  
b1 3.61 2.22 1.03 
pKa1 6.21 5.10 3.94 
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b2 ---------- 2.67 1.63 
pKa2 ---------- 9.78 6.29 
b3 ---------- ---------- 2.60 
pKa3 ---------- ---------- 10.19 
R2 0.943 0.983 0.992 
 
La cantidad de sitios ácidos totales del RCM obtenida, mediante el modelo 
de titulaciones potenciométricas de tres parámetros, fue de 5.26 mmol/g que 
corresponde a la suma de los parámetros b1, b2 y b3 En la modificación se 
introducen grupos oxigenados a la superficie del RC, estos grupos son 
principalmente grupos carboxílicos dado que los valores de pKa obtenidos son 
aproximadamente 4. Valores de pKa entre 3.5 a 5 para grupos carboxílicos y de 
9.5 a 10.5 para grupos hidroxilos han sido reportados por Webb et al. (1987)93 
además,  estos valores de pKa obtenidos podrían asociarse con los reportados 
para grupos carboxílicos de ácido cítrico (3.13, 4.78 y 6.40) por Brown et al. 
200694. Los resultados obtenidos indican que la superficie del café modificado 
contiene grupos carboxílicos, así como hidroxilos, lo cual ratifica lo identificado 
en el espectro de infrarrojo. 
 
 
   UANL                                                            Doctorado en Ciencias con Orientación en Procesos Sustentables 
68 
5.1.4 Determinación de calcio extraíble y catión intercambiable 
 
De acuerdo con la concentración de calcio extraíble de 33.38 ppm, fue 
posible calcular su capacidad de intercambio, que es de 0.169 meq Ca / 100g de 
RCM. Esta capacidad se encuentra al dividir la concentración de calcio en ppm 
por 10 veces su peso equivalente. Estos resultados sugieren un posible 
intercambio que podría tener lugar entre los metales potencialmente tóxicos y el 
contenido de calcio en la superficie de la RCM. De este modo, se llevó a cabo la 
determinación analítica de la concentración del catión intercambiable. La 
concentración de los cationes intercambiables (es decir, Ca, K, Mg y Na) en el 
RCM fue de 187, 66, 61 y 51 nmol/g para Ca, Mg, Na y K, respectivamente. El 
calcio es el elemento más abundante en el RCM. Las tendencias para el catión 
intercambiable en la RCM fueron: Ca> Mg> Na> K, similares a las tendencias de 
los principales constituyentes de los granos de café gastados informados por 
Pujol et al. (2013)95, Ca> Na> Fe> K que fueron de 0.771, 0.329, 0.326, y 0.253 
g / kg respectivamente. 
 
5.2 Isoterma de adsorción de Cu (II) y Pb (II) sobre residuos de 
café modificados 
 
Los estudios de equilibrio de adsorción mostrados en las Figuras 9 y 10 
fueron llevados a cabo para obtener las isotermas de adsorción de Cu (II) y Pb 
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(II) con residuos sólidos de café modificados químicamente. Las isotermas 
obtenidas fueron modeladas utilizando las isotermas de Langmuir, Freundlich, 
Redlich - Peterson e intercambio iónico33, ecuaciones 1, 2, 3 y 17, 
respectivamente. En ambas figuras se puede apreciar como las isotermas son 
del tipo favorable ya que tienen un comportamiento convexo y muestran una 
aproximación asintótica a un valor límite de 1.46 y 1.18 meq/g para Cu (II) y Pb 
(II) respectivamente.  
Aunque el papel crucial de los protones en la biosorción es en general 
conocido, generalmente es ignorada en la descripción matemática del proceso. 
Los modelos de adsorción de Langmuir o Freundlich utilizados frecuentemente 
no toman en cuenta el hecho de que la biosorción de iones metálicos es en gran 
medida un fenómeno de intercambio iónico. No permiten la predicción de la unión 
restante de aquellos iones (por ejemplo, protones y/o calcio) que contiene 
inicialmente el adsorbente, y tampoco incorporan la concentración de las 
especies intercambiadas (por ejemplo, protones) como parámetro96. 
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Figura 9. Isoterma de adsorción de Cu (II) sobre residuos de café modificado 
con ácido cítrico 0.6 M a 30 0C y pH 5. Las líneas representan la isoterma de 
Langmuir, Freundlich, Redlich – Peterson e intercambio iónico. La longitud entre 
ambos triángulos pequeños representa la desviación estándar de las mediciones 
por duplicado. 
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Figura 10. Isoterma de adsorción de Pb (II) sobre residuos de café modificado 
con ácido cítrico 0.6 M a 30 0C y pH 5. Las líneas representan la isoterma de 
Langmuir, Freundlich, Redlich – Peterson e intercambio iónico. La longitud entre 
ambos triángulos pequeños representa la desviación estándar de las mediciones 
por duplicado. 
 
 
En la Tabla VI, se presentan los parámetros asociados a los modelos 
estudiados para las isotermas de adsorción de Cu (II) y Pb (II) y los coeficientes 
de regresión, respectivamente. El modelo de intercambio iónico predice 
satisfactoriamente las isotermas de adsorción de los iones metálicos divalentes 
estudiados, lo cual se ve reflejado en los valores de los coeficientes de regresión 
obtenido. 
De acuerdo con el modelo de intercambio iónico, los valores de los 
factores de separación para los dos iones metálicos estudiados son mayores a 
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la unidad, indicando que el residuo sólido de café modificado tiene una mayor 
afinidad por el ion metálico que por el protón y el ion calcio, favoreciendo la 
adsorción de Cu (II) y Pb (II). Por otra parte, al comparar los factores de 
separación de cada metal, se observa una tendencia general, αHM ≫ αCaM  
indicando que el protón es intercambiado por el ion metálico con mayor facilidad 
que por el ion calcio, 8.65 >> 3.09 x 10-7 en la adsorción de cobre y 2.98 >> 1.09 
x 10-12 para la adsorción de plomo. Este resultado coincide con la caracterización 
fisicoquímica que indica que la concentración de protones es mucho más alta 
que la de calcio. Este comportamiento es el resultado de la modificación química 
del material, ya que es posible que durante el tratamiento con ácido los iones de 
calcio se hayan lixiviado y los protones hayan aumentado debido a la inserción 
de grupos carboxílicos. 
 
Tabla VI. Parámetros estimados de las isotermas de Langmuir, Freundlich, 
Redlich - Peterson e intercambio iónico usando los datos experimentales de 
adsorción del Cu (II) y Pb (II) sobre residuos sólidos de café modificado con 
ácido cítrico 0.6 M.  
 
  Langmuir Freundlich Redlich - Peterson Ion Exchange 
Cu (II) 
qmax  1.46 K 
 
a 32.53 CaCu 3.09 (meq/g) ± 0.59 (meq1-1/n 1.41 (L/g) ± 3.91 × 10-7  
b 23.11 / g L-1/n) ± 0.45 b 22.69 HCu 8.65 (L/meq)  ± 0.60 
  
(L/meq) ± 4.19 ± 0.60 
  
 
n 2.44 β 1.04 qmax  1.46 
  
 
  ± 0.67   ± 1.14 (meq/g) ± 0.59 
Rc2 0.996 Rc2 0.975 Rc2 0.996 Rc2 0.996 
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Pb (II) 
qmax  1.18 K 
 
a 82.15 CaPb 1.09 (meq/g)  ± 0.63 (meq1-1/n 1.16 (L/g)  ± 3.54 × 10-12  
b 67.16 / g L-1/n) ± 0.42 b 68.96 HPb 2.98 (L/meq)  ± 0.46 
 
  
(L/meq) ± 4.12 ± 0.75 
  
 
n 4.02 β 0.984 qmax  1.18 
  
 
  ± 0.66   ± 1.09 (meq/g)  ± 0.33 
Rc2 0.994 Rc2 0.907 Rc2 0.993 Rc2 0.994 
 
Las capacidades de adsorción de los residuos sólidos de café modificado 
para la remoción de Cu (II) y Pb (II) en la saturación, han sido comparadas con 
las reportadas en la literatura para otros adsorbentes y los valores son mostrados 
en la Tabla VII. Las capacidades máximas de adsorción de Cu (II) y Pb (II) fueron 
1.46 y 1.18 meq/g, respectivamente. Estas capacidades son 8.9 y 7.9 veces 
mayores a las obtenidas con carbón activado granular97. Sin embargo, las 
capacidades de adsorción de Cu (II) y Pb (II) son 2.0 y 2.7 veces menores que 
las capacidades reportadas para resinas de intercambio iónico98; no obstante, el 
costo de estas resinas (63USD/kg de Amberlita 200-c99) representa una 
desventaja para su utilización en tratamientos de agua. 
 
Tabla VII. Comparación de la máxima capacidad de biosorción de diferentes 
adsorbentes (meq/g).  
Adsorbente    Cu (II)  Pb (II)  Referencia 
Amberlita 200    2.80  3.40  98 
Amberlita IRC-718    4.00  2.80  98 
Carbón activado granular    0.16  0.16  97 
Carbón activado en polvo    0.14  0.26  97 
Mazorcas de maíz    0.24  0.08  98 
Café molido    0.06  0.48  31 
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Cascarilla de café    0.24  ------  28 
Granos de café tostados    0.06  ------  100 
Residuos sólidos de café 
Modificados    1.46 
 1.18  Presente 
estudio 
 
 
5.3 Modelo estudiado para la adsorción binaria en el equilibrio 
 
Los datos experimentales de equilibrio pueden ser ajustados a modelos 
matemáticos que relacionan la capacidad de adsorción y la concentración en el 
equilibrio. Considerando que el mecanismo de adsorción es propuesto como un 
intercambio iónico, se modelará el equilibrio de adsorción mediante el 
intercambio iónico entre los cationes presentes en los residuos sólidos de café 
modificados (Ca2+ y H+) y los iones presentes en la fase acuosa (Cu2+ y Pb2+) 
para el sistema binario. 
 
Las reacciones son representadas como sigue: 
Cu2++2HB ↔ CuB2+2H+ (28) 
Cu2++CaB2 ↔ CuB2+Ca2+ (29) 
Pb2++2HB ↔ PbB2+2H+ (30) 
Pb2++CaB2 ↔ PbB2+Ca2+ (31) 
 
Donde HB representa los sitios de adsorción protonados, B representa los 
sitios de adsorción (hidroxílicos, carboxílicos) y CaB2 representa los sitios de 
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adsorción neutralizados con los iones calcio. La normalidad total es expresada 
por la Ec. (32): 
Co= CCu+CPb+ CH+ CCa (32) 
 
Donde Co es la normalidad total en meq/L, CCu y CPb son las 
concentraciones de los iones metálicos Cu2+ y Pb2+ en meq/L, CH y CCa son las 
concentraciones de iones hidrógeno y calcio en meq/L, respectivamente. Debido 
a que los sitios de adsorción se consideran ocupados por los iones inicialmente 
retenidos por los residuos sólidos de café modificados, la cantidad de sitios 
activos es la suma de las concentraciones en la fase sólida de los iones 
involucrados, representada por la Ec. (33): 
 
Q= qCu+qPb+ qH+ qCa (33) 
 
Done Q es la cantidad de sitios activos en meq/g, 
qCu, qPb, qH y qCa representan la cantidad de iones metálicos pesados Cu2+ y 
Pb2+, hidrógeno y calcio, en meq/g, respectivamente. La fracción equivalente de 
un componente en la fase líquida xi es la relación entre su concentración en la 
fase líquida (Ci, en meq/L) y la normalidad de la solución líquida (Co): 
xi= CiCo (34) 
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De manera similar se obtiene la fracción en la fase sólida yi, se obtiene 
de la relación entre la concentración en la fase sólida (qi en meq/g) y la 
concentración de la solución en la fase sólida (Q en meq/q): 
yi= qiQ (35) 
La suma de las fracciones equivalentes en ambas fases deberá ser igual 
a 1: 
xCu+xPb+ xH+ xCa=1 (36) 
yCu+yPb+ yH+ yCa=1 (37) 
 
Donde xCu, xPb,xH y xCa  representan las fracciones de ion metálico 
pesado, hidrógeno y calcio en la fase líquida, respectivamente; mientras que 
yCu,yPb, yH,  yCa , representan las fracciones del ion pesado, hidrógeno y calcio 
en la fase sólida. El factor de separación representa la selectividad relativa de 
una especie sobre otra, por lo que los factores de separación son definidos como 
siguen: 
αHCu= yCuxHxCuyH (38) 
αCaCu= 
yCuxCa
xCuyCa
 
(39) 
αHPb= 
yPbxH
xPbyH
 
(40) 
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αCaPb= 
yPbxCa
xPbyCa
 
(41) 
 
Donde αHCu,  αHPb,  αCaCu,  αCaPb representan los factores de separación entre 
el ion metálico (Cu2+ y Pb2+), y el ion intercambiable (Ca2+ y H+). El factor de 
separación ha sido utilizado por diversos autores para describir las relaciones de 
equilibrio en el intercambio iónico multicomponente77. Combinando las Ec. (37 - 
41) se obtiene el modelo de equilibrio de intercambio iónico para sistema 
multicomponente tanto para el Cu2+ (Ec. 42) como para el Pb2+ (Ec. 43): 
 
yCu= 
αHCu xCu(αHCu - 1) xCu + (αHPb - 1) xPb+ (αHCuαCaCu  - 1)  xCa + 1 
(42) 
yPb= 
αHPb xPb(αHPb - 1) xPb+(αHCu - 1) xCu+ (αHPbαCaPb  - 1)  xCa + 1 
(43) 
 
 
5.4 Isoterma de adsorción competitivas de Cu (II) y Pb (II) sobre 
residuos de café modificados 
 
Los estudios de equilibrio de adsorción mostrados en las Figuras 11 y 12, 
fueron llevados a cabo para obtener las isotermas de adsorción competitivas de 
Cu (II) y Pb (II) con residuos sólidos de café modificados químicamente. Las 
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isotermas de adsorción obtenidas experimentales fueron modeladas utilizando 
las isotermas de Langmuir, Redlich - Peterson e intercambio iónico33 
competitivas ilustrados en las ecuaciones 4, 6, 39 y 40, respectivamente. Los 
factores de separación en el modelo de intercambio iónico para los dos iones 
metálicos estudiados en la adsorción individual indican que el residuo sólido del 
café modificado tiene una mayor afinidad por los iones metálicos y que 
intercambia protones casi exclusivamente, ya que la concentración de los 
cationes intercambiables analizados fue muy baja. La isoterma modelada 
utilizando el modelo de intercambio iónico competitivo propuesto, que considera 
el intercambio entre iones metálicos y protones se muestran en las ecuaciones 
42 y 43 para cobre y plomo, respectivamente. 
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Figura 11. Isoterma de adsorción competitiva de Cu (II) sobre residuos de café 
modificado con ácido cítrico 0.6 M a 30 0C y pH 5. Los marcadores representan 
los datos experimentales, las superficies son generadas con cada modelo 
estudiado. 
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Figura 12. Isoterma de adsorción competitiva de Pb (II) sobre residuos de café 
modificado con ácido cítrico 0.6 M a 30 0C y pH 5. Los marcadores representan 
los datos experimentales, las superficies se generan con cada modelo estudiado. 
 
En la Tabla VIII, se presentan los porcentajes de desviación obtenidos de 
los modelos estudiados para las isotermas competitivas de adsorción de Cu (II) 
y Pb (II).  En esta tabla se observa que todos los modelos presentan coeficientes 
de regresión del mismo orden (R2 > 0.99). Los resultados observados en las 
figuras 9 y 10 y los coeficientes de regresión obtenidos confirman la similitud 
matemática de los modelos utilizados en esta sección. Sin embargo, el modelo 
propuesto en este trabajo de intercambio iónico tiene la ventaja de ser un modelo 
fenomenológico que considera la química de la superficie del adsorbente que 
interactúa con la fase líquida, en comparación con los otros modelos que son 
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empíricos y son únicamente utilizados para representar las capacidades de 
adsorción. El modelado fenomenológico proporciona una vía para comprender y 
cuantificar el proceso de adsorción para un sistema individual, binario, ternario o 
de más componentes.  
 
Tabla VIII. Parámetros estimados de las isotermas de Langmuir, Redlich - 
Peterson e intercambio iónico competitivos usando los datos experimentales 
de adsorción del Cu (II) y Pb (II) individuales sobre residuos sólidos de café 
modificado con ácido cítrico 0.6 M.  
 
 
 
 
Modelo
qmax bCu bPb
(meq/g) (L/meq) (L/meq)
1.349 23.65 65.86 0.99790
Modelo
qmax 
(meq/g)
48.60 0.133 0.371 1.389 0.99792
Modelo
aCu bCu bPb
(L/g) (L/meq) (L/meq)
28.05 27.43 1.301 41.77 0.853 0.99773
Modelo
qmax bPb bCu
(meq/g) (L/meq) (L/meq)
1.241 76.77 10.57 0.99832
Modelo
qmax 
(meq/g)
17035.0 0.385 7.269 1.241 0.99832
Model
aPb bPb bCu
(L/g) (L/meq) (L/meq)
82.80 67.49 1.063 9.820 1.123 0.99818
Langmuir
R2
Cu (II)
Intercambio Ionico
Redlich - Peterson
Pb (II)
Intercambio Ionico
βPb
βCu
PbCu
Redlich - Peterson
βPb R2
βCu R2
CaCu HCu R2
R2
Langmuir
CaPb HPb CuPb
R2
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La relación de los factores de separación del modelo de intercambio iónico 
de la adsorción competitiva permite comprender el efecto de un segundo 
adsorbato, una vez que α𝐶𝑢𝑃𝑏α𝐻𝑃𝑏 ≫ α𝑃𝑏𝐶𝑢α𝐻𝐶𝑢  (7.269 / 0.385 = 19  >> 2.8 = 0.371 / 0.133), 
es posible aclarar que la capacidad de adsorción del cobre disminuye debido a 
la presencia de plomo (Figura 13). Esto podría explicarse por la diferencia en los 
radios hidratados de ambos metales, el radio hidratado de cualquier ion es 
directamente proporcional a su carga (+2) e inversamente proporcional a su radio 
iónico (0,69 y 1,2 Å para Cu (II) y Pb). (II), respectivamente). Según la teoría del 
intercambio iónico, en una fase acuosa diluida que contiene iones 
intercambiables, se prefieren los iones con un radio hidratado más pequeño 
porque reducen la presión de hinchamiento del adsorbente y se unen más 
estrechamente al adsorbente79. El radio hidratado de Pb (II) (1.66 Å) es menor 
que el de Cu (II) (2.89 Å), lo que podría explicar la mayor afinidad del RCM por 
los iones de plomo. 
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Figura 13. Superficies de isotermas de adsorción por intercambio iónico 
competitivo sobre residuos de café modificado con ácido cítrico 0.6 M a 30 0C y 
pH 5. La superficie azul con líneas es construida con el modelo para plomo y la 
de rejilla roja para cobre. 
 
En la Tabla IX se comparan diferentes capacidades de adsorción 
multicomponente para la remoción de Cu (II) y Pb (II) cuando es alcanzado el 
equilibrio reportadas en la literatura para diversos adsorbentes. Las capacidades 
máximas de adsorción de Cu (II) y Pb (II) fueron 1.389 y 1.241 meq/g, 
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respectivamente, estos valores son relativamente similares a los reportados por 
Pagnanelli et al. (2002). 
 
Tabla IX. Comparación de la máxima capacidad de biosorción de diferentes 
adsorbentes en sistema multicomponente (meq/g).  
Adsorbente    Cu (II)  Pb (II) pH Referencia 
Alga    1.3  1.3 5 11 
Turba    0.57  0.85 4.45 101 
Residuos de repollo    0.30  0.58 6 102 
RCM    1.39  1.24 5 Presente estudio 
 
 
5.5 Modelo propuesto para la adsorción individual y binaria en 
columna 
 
Para obtener un modelo matemático que describa la adsorción 
multicomponente de Cu (II) y Pb (II) en una columna empacada con residuos 
sólidos de café modificados químicamente considerando dispersión axial, 
transferencia de masa externa y adsorción en el equilibrio descrita mediante 
intercambio iónico basta con resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que 
se obtienen del balance de materia en un diferencial de columna (Ec. 18) y la 
fuerza lineal impulsora (Ec. 19) que describe la transferencia de masa externa 
incorporando en él, las isotermas de adsorción en el equilibrio (Ec. 17) para lo 
cual, en el presente trabajo, se propuso el siguiente procedimiento. 
De acuerdo con el modelo de intercambio iónico que sirvió en el presente 
trabajo para describir el mecanismo de adsorción, cuando se comparan los 
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factores de separación obtenidos de cada metal, se observa una tendencia que 
indica que el metal intercambia protones más fácilmente que un ion de calcio. 
Este comportamiento es el resultado de la modificación química del material, ya 
que es posible que, durante el tratamiento ácido, los iones de calcio se lixiviaran 
y los protones aumentaran debido a la inserción de grupos carboxílicos, lo cual 
era previsible una vez que los factores de separación en el modelo de 
intercambio iónico para los dos iones metálicos estudiados en adsorción 
individual indicaron que el residuo sólido de café modificado tiene una mayor 
afinidad por los iones metálicos y que intercambia protones casi exclusivamente. 
Por lo antes mencionado, la isoterma modelada usando el modelo de 
intercambio de iones competitivo propuesto considera el intercambio solo entre 
iones metálicos y protones y es por ello por lo que la ecuación 17 combinada con 
las ecuaciones 11 y 12 se transforme en la ecuación 44.  𝑦𝑀1 =   𝛼𝐻𝑀1 𝑥𝑀1(𝛼𝐻𝑀1 − 1) 𝑥𝑀1 + (𝛼𝐻𝑀2 − 1) 𝑥𝑀2 + 1  (44) 
 
Del balance de materia (Ec. 18), el modelo de transferencia de masa 
externa dada por la fuerza linear impulsora (Ec. 19), y con las ecuaciones 11, 12 
y 44, sabiendo que 𝑋𝑒𝑞 = 𝑋(𝑧,𝑡)𝑎 𝑋(𝑧,𝑡) + 𝑏  se obtiene el siguiente modelo matemático 
fenomenológico (Ec.45): 
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 𝐷𝑎𝑥 𝜕2𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧2 = 𝑣 𝜕𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑧 + 𝜕𝑋(𝑧,  𝑡)𝜕𝑡 + 𝑞𝑚𝑎𝑥𝐶𝑜 (1 − 𝜖𝜖 ) 3 𝑘𝑓𝑅 (𝑋(𝑧, 𝑡) − 𝑋(𝑧, 𝑡)𝑎 𝑋(𝑧, 𝑡) + 𝑏) 
 
 
(45) 
Los parámetros a (1 − 𝛼𝑀1𝑀2) y b ((𝛼𝑀1𝐻  − 𝛼𝑀1𝑀2)𝑋𝐻 + 𝛼𝑀1𝑀2) son parámetros 
propios obtenidos de nuestro estudio hecho en lote sobre la adsorción individual 
y binaria tanto para Cu (II) (a = -1.50455 y b = 2.53034) como para Pb (II) (a = 
0.888389 y b = 0.140153)  de tal manera que este modelo puede ser descriptivo 
de la adsorción dinámica de cualquier ion metálico individual o combinado 
adsorbido por cualquier adsorbente que sea descrito por intercambio iónico una 
vez que se obtengan estos parámetros a y b del estudio que se realice en lote. 
 
La ecuación 45, es una ecuación diferencial parcial de tipo parabólica 
dado que tiene derivadas parciales de segundo y primer orden con respecto a la 
posición y de primer orden con respecto al tiempo, que solo puede ser resuelta 
numéricamente. El método numérico de Crank - Nicholson es el más indicado 
para la solución de este tipo de ecuación diferencial parcial de segundo orden de 
tipo parabólico. Es un método implícito de diferencias finitas que no experimenta 
problemas de inestabilidad y cuyo algoritmo consiste en remplazar la segunda 
derivada parcial por un promedio de dos cocientes de diferenciales centrales. 
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5.6 Simulación de curvas de rompimiento de la adsorción binaria 
en columna 
 
En la figura 14 se aprecian los resultados obtenidos de las curvas de 
rompimiento simuladas (Ec. 45) de Cu (II) y Pb (II) en la salida de la columna 
para una concentración inicial equimolar de Cu (II) y de Pb (II) de 0.25 meq/L y 
la simulación matemática de sus curvas de rompimiento a lo largo de toda la 
columna empacada con RCM a diferentes tiempos para una EBCT de 18 min. 
 
 
 
A 
B 
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Figura 14. Simulación de curvas de rompimiento de la mezcla binaria equimolar 
de Cu (II) 0.25 meq/L y Pb (II) 0.25 meq/L (A y B respectivamente) para un tiempo 
de contacto de cama vacía de 18 min. con un porciento hueco de 36, un radio de 
partícula de 0.38 mm, coeficiente de transferencia de masa externa de 2.7 x      
10-12 m/s, capacidad máxima de adsorción de 1.389 y 1.241 meq/g para Cu (II) 
y Pb (II) respectivamente y parámetros de equilibrio a estas condiciones. 
. 
 
El área por encima de la curva de rompimiento nos indica la cantidad de 
iones metálicos adsorbidos por unidad de peso del adsorbente (q, mg/g) (Ec. 18) 
tanto de cobre (A) como de plomo (B). En esta figura es posible apreciar que la 
columna adsorbe mayor cantidad de plomo que de cobre a estas condiciones de 
operación de forma análoga a lo observado en el estudio realizado en lote. 
A 
B 
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 La figura 15 muestra los resultados obtenidos de las curvas de 
rompimiento simuladas del Cu (II) en la mezcla binaria con Pb (II) en la salida de 
la columna para diferentes tiempos de contacto de cama vacía (EBCT por sus 
siglas en inglés) con una concentración de Cu (II) de 0.5 meq/L y de 0.25 meq/L 
de Pb (II) además de la simulación matemática de las curvas de rompimiento a 
lo largo de toda la columna empacada con RCM a diferentes tiempos. 
 
 
 
 
A B 
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Figura 15. Simulación de curvas de rompimiento de la mezcla binaria de Cu (II) 
0.5 meq/L en la mezcla binaria con Pb (II) 0.25 meq/L para diferentes tiempos de 
contactos de cama vacía con un porciento hueco de 36, un radio de partícula de 
0.38 mm, coeficiente de transferencia de masa externa de 2.7 x 10-11 m/s, 
capacidad máxima de adsorción de 1.389 meq/g y parámetros de equilibrio a 
estas condiciones. 
 
 
Para un mayor tiempo de contacto, donde se permite una mayor 
interacción entre los iones y los sitios activos de la superficie del adsorbente, 
existe una mayor cantidad de iones adsorbidos. Entonces, a una velocidad de 
flujo alta, la solución de adsorbato sale de la columna antes de que se produzca 
el equilibrio. 
A B 
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En la figura 16 se simulan las curvas de rompimiento de Cu (II) en la 
mezcla binaria con Pb (II) en la salida de la columna para diferentes longitudes 
de columna con una concentración de Cu (II) de 0.5 meq/L y de 0.25 meq/L de 
Pb (II) además de la simulación matemática de las curvas de rompimiento a lo 
largo de toda la columna empacada con RCM a diferentes tiempos para una 
EBCT de 16 min.  
 
 
 
 
A 
B 
C 
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Figura 16. Simulación de curvas de rompimiento de la mezcla binaria de Cu (II) 
0.5 meq/L en la mezcla binaria con Pb (II) 0.25 meq/L con tiempo de contacto de 
cama bacía (EBCT) de 16 min. con un porciento hueco de 36, un radio de 
partícula de 0.38 mm, coeficiente de transferencia de masa externa de 2.7x10-11 
m/s, capacidad máxima de adsorción de 1.389 meq/g y parámetros de equilibrio 
a estas condiciones. 
 
 
La columna empacada se satura en menos tiempo para alturas de cama 
más pequeñas; menor altura del lecho corresponde a una menor cantidad de 
adsorbente. En consecuencia, se espera una capacidad de adsorción más 
pequeña (área sobre la curva) y un aumento en la velocidad de adsorción de 
iones. 
A 
B 
C 
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En las figuras 17 y 18 se simulan diferentes curvas de rompimiento de Cu 
(II) y Pb (II) respectivamente en la salida de la columna para diferentes valores 
del coeficiente de dispersión axial para concentraciones de Cu (II) de 0.5 meq/L 
y Pb (II) de 0.25 meq/L además de la simulación matemática de las curvas de 
rompimiento a lo largo de toda la columna empacada con RCM a diferentes 
tiempos para una EBCT de 18 min.  
 
 
 
 
A 
B 
C 
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Figura 17. Simulación de curvas de rompimiento de Cu (II) para diferentes 
coeficientes de dispersión axial, en una mezcla binaria equimolar de 0.25 meq/L 
con Pb (II) para un tiempo de contacto de cama vacía de 18 min. con un porciento 
hueco de 36, un radio de partícula de 0.38 mm, coeficiente de transferencia de 
masa externa de 2.7 x 10-12 m/s, capacidad máxima de adsorción de 1.389 meq/g 
y parámetros de equilibrio a estas condiciones. 
 
 
 
La dispersión axial (esto incluye tanto la difusión molecular como la 
"difusión Eddy” o difusión por turbulencia) es uno de los tres mecanismos 
responsables de la ampliación de los perfiles de concentración en adsorbedores 
de lecho fijo. Los otros dos mecanismos importantes son la resistencia de 
A 
B 
C 
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transferencia de masa externa en fase fluida y la resistencia de transferencia de 
masa interna (fase sólida)81. 
 
 
 
 
A 
B 
C 
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Figura 18. Simulación de curvas de rompimiento de Pb (II) para diferentes 
coeficientes de dispersión axial, en una mezcla binaria equimolar de 0.25 meq/L 
con Cu (II) para un tiempo de contacto de cama vacía de 18 min. con un porciento 
hueco de 36, un radio de partícula de 0.38 mm, coeficiente de transferencia de 
masa externa de 2.7 x 10-12 m/s, capacidad máxima de adsorción de 1.241 meq/g 
y parámetros de equilibrio a estas condiciones. 
 
 
El efecto que produce la dispersión axial tiene un muy marcado significado 
al inicio de las curvas de rompimiento (cola) lo cual es apreciado de forma muy 
clara tanto para el cobre (Fig. 17) como para el plomo (Fig. 18). Esto es, a mayor 
valor, más grande la pendiente en la cola de la curva, aunque esto no signifique 
necesariamente que se alcance el equilibrio en menor tiempo (Fig. 18 curva B). 
A 
B 
C 
   UANL                                                            Doctorado en Ciencias con Orientación en Procesos Sustentables 
98 
 
 
CONCLUSIONES 
 
 
 
• Los residuos sólidos de café modificados químicamente con ácido cítrico 
fueron capaces de remover de manera eficiente el cobre y plomo presentes en 
soluciones acuosas, de acuerdo con las capacidades de adsorción 
monocomponentes obtenidas de 1.46 y 1.18 meq/g, respectivamente. Los RCM 
mostraron capacidades de adsorción mayores a las reportadas por otros 
investigadores mediante el uso de cascarilla de café, granos de café tostados y 
carbón activado granular. 
• Los grupos carboxílicos e hidroxílicos fueron identificados como los 
principales grupos funcionales en la superficie de los RCM mediante el uso de la 
espectroscopia infrarroja atenuada de transformada de Fourier. 
• La caracterización fisicoquímica del RCM mostró que este material tiene 
una naturaleza ácida, con un pHPZC de 2,97 y una preponderancia de sitios de 
tipo carboxilo e hidroxilo. Los experimentos revelaron que principalmente los 
protones presentes en los grupos carboxilo y no los iones de los micronutrientes 
de la estructura adsorbente se intercambian con los iones metálicos en solución 
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acuosa, lo que confirma que el principal mecanismo de adsorción de Pb (II) y Cu 
(II) en la RCM es intercambio de iones. 
• El mecanismo de adsorción fue atribuido al intercambio iónico entre los 
iones hidrógeno presentes en la biomasa, y los iones cobre y plomo presente en 
la solución acuosa.  
• La cuantificación de los iones intercambiables reveló que el orden de 
intercambio es el siguiente: H+ >> Ca+2 > Mg+2 > Na+ > K+. Los resultados 
mostraron que el ion intercambiable principal es el protón, tanto en las 
adsorciones individuales como en las binarias. 
• Las isotermas de adsorción de cobre y plomo fueron descritas mediante 
cuatro modelos (Langmuir, Freundlich, Redlich-Peterson e intercambio iónico) 
para sistema individuales y competitivas. De acuerdo con los valores obtenidos 
del porcentaje de desviación promedio de cada modelo, el modelo de 
intercambio iónico presenta un mejor ajuste de las isotermas de adsorción, tanto 
individuales como multicomponente. De acuerdo con los valores del factor de 
separación obtenidos, el intercambio se realiza casi exclusivamente con 
protones debido a que existe una mayor concentración de hidrógeno que de 
calcio en la superficie del adsorbente. Asimismo, los factores de separación 
fueron mayores a la unidad en la adsorción de los dos iones metálicos 
estudiados, indicando que los residuos sólidos de café modificados tienen una 
mayor afinidad por los metales pesados que por los iones que se encuentran 
previamente adsorbidos en el adsorbente (e.g., calcio, magnesio, sodio, potasio). 
   UANL                                                            Doctorado en Ciencias con Orientación en Procesos Sustentables 
100 
• Los residuos sólidos de café modificados químicamente con ácido 
cítrico, fueron capaces de remover cobre y plomo presentes en soluciones 
acuosas multicomponentes para diferentes concentraciones. Las capacidades 
de biosorción obtenidas fueron de 1.389 y 1.241 meq/g para la adsorción 
multicomponente, para Cu (II) y Pb (II), respectivamente mostrando capacidades 
de adsorción mayores a las reportadas por otros investigadores.  
• El modelo de adsorción multicomponente en lote propuesto por 
intercambio iónico en este trabajo es un modelo fenomenológico que considera 
la química de la superficie del adsorbente que interactúa con la fase líquida, los 
otros modelos son empíricos y han sido generalmente utilizados para describir 
la adsorción en fase líquida. El modelado fenomenológico proporciona una vía 
para comprender y cuantificar el proceso de adsorción para un sistema único, 
binario, ternario o de más componentes. 
• Se obtuvo un modelo matemático para describir tanto la adsorción 
monocomponentes como multicomponente en columna empacada con RCM que 
depende intrínsecamente de parámetros propios que se obtienen en el estudio 
realizado de adsorción en lote y que se utilizó para simular curvas de 
rompimiento variando el tiempo de contacto de cama vacía (EBCT), el largo de 
columna y la magnitud del coeficiente de dispersión axial desde el tiempo inicial 
de operación hasta la saturación. El modelo permitió apreciar características 
importantes del proceso de adsorción en columnas para un trabajo a futuro, 
como el coeficiente de transferencia de masa y el coeficiente de dispersión axial. 
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Apéndices 
 
APÉNDICE A: DIAGRAMAS DE ESPECIACIÓN 
 
El diagrama de especiación del Pb (II) que se presenta en la Fig. A.1 
muestra que el Pb2+ es la especie predominante a pH menores de 6 y que el Pb 
(II) se empieza a precipitar como Pb(OH)2 a pH mayores de 7 a una 
concentración de 1 mM de Pb2+.   
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Figura A.1. Diagrama de especiación de Pb (II) a 1 mM. 
 
La Figura A.2 muestra que el Cu2+ es la especie predominante a pH 
menores de 6 a una concentración de 1 mM de Cu2+. 
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Figura A.2. Diagrama de especiación de Cu (II) a 1 mM.  
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APÉNDICE B: MÉTODO NUMÉRICO DE CRANK – NICHOLSON 
 
 
Existen métodos implícitos de diferencias finitas para resolver ecuaciones 
diferenciales parciales parabólicas. Estos métodos requieren que resolvamos un 
sistema de ecuaciones para determinar los valores aproximados de 𝑋 en la (𝑗 +1) − é𝑠𝑖𝑚𝑎 línea de tiempo. Los métodos implícitos no experimentan problemas 
de inestabilidad. El algoritmo consiste en reemplazar la segunda derivada parcial 
en la ecuación 20 por un promedio de dos cocientes de diferenciales centrales, 
uno evaluado en 𝑡 y el otro en 𝑡 + 𝑘. 
 
 𝐷𝑎𝑥2 [𝑋(𝑧 + ℎ, 𝑡) − 2𝑋(𝑧, 𝑡) + 𝑋(𝑧 − ℎ, 𝑡)ℎ2 + 𝑋(𝑧 + ℎ, 𝑡 + 𝑘) − 2𝑋(𝑧, 𝑡 + 𝑘) + 𝑋(𝑧 − ℎ, 𝑡 + 𝑘)ℎ2 ] 
=  𝑣 [𝑋(𝑧 + ℎ, 𝑡) − 𝑋(𝑧, 𝑡)ℎ ] + 𝑋(𝑧, 𝑡 + 𝑘) − 𝑋(𝑧, 𝑡)𝑘 + 𝑞𝑚𝑎𝑥𝐶𝑜 (1 − 𝜖𝜖 ) 3 𝑘𝑓𝑅 (𝑋(𝑧, 𝑡) − 𝑋(𝑧, 𝑡)𝑎 𝑋(𝑧, 𝑡) + 𝑏) 
 
Siendo  𝑎 = 1 − 𝛼𝑀1𝑀2 y 𝑏 = (𝛼𝑀1𝐻  − 𝛼𝑀1𝑀2)𝑋𝐻 + 𝛼𝑀1𝑀2. 
 
Lo cual puede escribirse de la siguiente manera: 
𝑋(𝑖−1,𝑗+1) − (2 + 2ℎ2𝑘 𝐷𝑎𝑥) 𝑋(𝑖,𝑗+1) + 𝑋(𝑖+1,𝑗+1) = (2𝑣ℎ𝐷𝑎𝑥 − 1) 𝑋(𝑖+1,𝑗) 
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+ (2 − 1𝐷𝑎𝑥 (2𝑣ℎ − 2ℎ2𝑘 + 6ℎ2𝑞𝑚𝑎𝑥𝐶𝑜 (1 − 𝜖𝜖 ) 𝑘𝑓𝑅 (1 − 1𝑎 𝑋(𝑖,𝑗) + 𝑏))) 𝑋(𝑖,𝑗) − 𝑋(𝑖−1,𝑗) 
Por cada valor seleccionado de 𝑗, la ecuación anterior en diferencias para 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛 − 1 da 𝑛 − 1 ecuaciones con 𝑛 − 1 incógnitas 𝑋(𝑖,𝑗+1). Debido a las 
condiciones de frontera prescritas, los valores de 𝑋(𝑖,𝑗+1) son conocidas para 𝑖 =0 y para 𝑖 = 𝑛. 
 
